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Resum 
Modelització de l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada a un sistema de via 
Daniel López Hernanz 
Tutors: Miquel Morata i Antonio Rodríguez-Ferran 
És una pràctica cada vegada més habitual incorporar mantes elastomèriques sota del balast o 
de la placa de formigó en un sistema de via per tal d’atenuar les vibracions transmeses al 
terreny produïdes pel pas d’un tren. 
La utilització d’elastòmers reciclats reforçats amb filler en la fabricació d’aquestes mantes, com 
per exemple els pneumàtics, provoca que sota condicions de càrrega cíclica, com és el pas d’un 
tren, petites amplituds de deformació comportin una disminució de la rigidesa dinàmica de la 
manta elastomèrica i un màxim en la seva component amortidora. Aquest comportament se 
l’anomena efecte Payne i posa de manifest una dependència de la rigidesa dinàmica amb 
l’amplitud de deformació i la freqüència d’excitació. 
Es pretén en aquesta tesina estudiar l’afectació en l’atenuació global de vibracions que suposa 
considerar o no l’efecte Payne d’una manta elastomèrica reforçada amb filler incorporada a un 
sistema de via, així com analitzar la incidència de l’efecte Payne en la funció de transferència 
inversa i l’energia dissipada per cicle. 
En primer lloc, s’implementa un model mecànic viscoelàstic de Maxwell format per molles i 
amortidors viscosos i histerètics que modelitzi el comportament qualitatiu de la relació força-
desplaçament d’una manta elastomèrica sense efecte Payne. Un cop implementat el model, 
s’introdueix una no linealitat en el paràmetre d'esmortiment viscós que simuli l’efecte Payne a 
partir de dos paràmetres: el factor d’amplitud i el temps de relaxació de l’estructura.  
En segon lloc, s’introdueix el model implementat prèviament linealitzat dins d’un model de 
masses concentrades que representi un sistema de via complet per tal de calcular la corba de 
pèrdua d’inserció i que permeti obtenir l’atenuació global del sistema, amb i sense efecte 
Payne. 
L’estudi de la influència de l’efecte Payne es realitza a partir d’un estudi de sensibilitat dels 
seus paràmetres. Es realitza un elevat número de simulacions per diferents valors dels 
paràmetres de l’efecte Payne i a partir dels resultats obtinguts es dedueixen una sèrie de 
conclusions relatives a l’afectació d’aquests paràmetres en la funció de transferència inversa, 
energia dissipada per cicle i atenuació global de vibracions. 
Paraules clau: efecte Payne, manta elastomèrica reforçada amb filler, atenuació de vibracions, 
sistema de via, pèrdua d’inserció, model mecànic, simulació numèrica, model de masses 
concentrades.  
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Abstract 
Modelling of the Payne effect of a rubber mat in a railway track system 
Daniel López Hernanz 
Tutors: Miquel Morata and Antonio Rodríguez-Ferran 
Rubber mats under the ballast track or the concrete slab of a railway track system have 
become increasingly common in order to attenuate vibration and acoustical noise caused by 
vehicles along railway lines. 
These mats are made of recycled materials which have been previously manufactured using 
filler-reinforced elastomers, like tyres. However, it has been noted that under cyclical stress 
conditions, such as a train passing over a railway track, an increase in the strain amplitudes 
leads to a decrease in the storage modulus and a maximum in the loss modulus. This 
phenomenon is known as the Payne effect and states an amplitude- and frequency-
dependence of filler-reinforced elastomers. 
The aim of this research is to study how the Payne effect of a filler-reinforced rubber mat 
affects the attenuation of vibration of a railway track system. In addition, the storage modulus, 
the loss modulus and dissipated energy per cycle are obtained and compared with the case 
that Payne effect is not taken into account. 
Firstly, a Maxwell model, consisting of a combination of springs and viscous and hysteretic 
dampers, is implemented. The parameters of this mechanical model are adjusted in order to 
model a qualitative real response of force-displacement behaviour of a rubber mat without 
Payne effect. Then, a non-linearity is added in the viscous damping parameter with the 
purpose of simulating the Payne effect. The parameters that control the amplitude 
dependence of Payne effect are the gain factor and the relaxation time of the microstructure. 
Secondly, the implemented model, previously linearized, is added to a railway track system, 
which is simulated via a mechanical model of lumped masses. Then, the insertion loss and the 
attenuation of vibration taking or not into consideration the Payne effect of a rubber mat are 
obtained and compared. 
The importance of Payne effect is evaluated by means of a sensitivity analysis of its 
parameters, consisting of simulating a high number of cases with different values of the Payne 
effect parameters. According to the results, some conclusions about the storage modulus, loss 
modulus, dissipated energy per cycle and attenuation of vibration are deduced. 
Key words: Payne effect, filler-reinforced rubber mat, attenuation of vibration, railway track 
system, insertion loss, mechanical model, numerical simulation, model of lumped masses. 
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1. Introducció 
1.1. Motivació 
La proximitat que existeix entre les línies de ferrocarril i els edificis residencials, sobretot en 
àrees metropolitanes on operen metros soterrats, tramvies i línies de tren convencionals, 
comporta la necessitat de reduir les vibracions que es transmeten a través del terreny cap a 
aquestes estructures properes, tal com s’esquematitza a la Figura 1.1. Per tal d’atenuar 
aquestes vibracions, existeixen mantes elastomèriques que s’introdueixen sota la llosa de 
formigó o del balast en un sistema de via. 
 
Figura 1.1. Interacció entre línies de ferrocarril i zones residencials [1] 
Aquestes mantes elastomèriques, formades per elastòmers, tenen com a principal objectiu 
reduir les vibracions i el soroll a canvi de disminuir la rigidesa global del sistema i, per tant, 
d’augmentar la deformabilitat i la dissipació d’energia [2]. Apart d’això, presenten altres 
característiques beneficioses que les fan atractives dins de la indústria ferroviària [3]: 
 Major estabilitat geomètrica de la via a llarg termini 
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 Fàcil instal·lació 
 Relació cost/benefici extremadament competitiva 
 Llarga durabilitat 
 Permeabilitat 
 Augment de la vida útil del balast i reducció del seu cost de manteniment 
 Sostenible 
En referència a aquest últim punt, cal comentar que aquestes mantes elastomèriques es creen 
a partir de materials reciclats, principalment provinents de la indústria de l’automoció i, en 
particular, dels pneumàtics, la qual cosa les fan atractives des del punt de vista de la 
sostenibilitat. 
 
Figura 1.2. Exemple d'una manta elastomèrica sota balast [3] 
La peculiaritat d’aquests materials reciclats recau en què durant el seu procés de fabricació 
anterior han estat reforçats amb determinats fillers (partícules afegides a la matriu del 
material) per tal de modificar les propietats físiques inicials i millorar el seu comportament 
enfront a uns requeriments específics [4]. En el cas dels pneumàtics, un dels fillers més 
emprats és el negre de carbó, que incrementa la seva rigidesa i la resistència a l’abrasió. 
A diferència dels materials elastomèrics sense filler, que presenten una corba tensió-
deformació lineal per petites deformacions, s’observa que sota condicions de càrrega cíclica, 
com és el pas d’un tren, petites amplituds de deformació provoquen en materials elastomèrics 
reforçats amb filler una disminució de la seva rigidesa dinàmica i un màxim en la seva 
component amortidora. Aquest comportament, conegut com efecte Payne [5], posa de 
manifest l’existència d’una dependència entre la rigidesa dinàmica de la manta elastomèrica i 
la freqüència i l’amplitud de deformació. A nivell molecular, aquest efecte es pot entendre 
com un procés dinàmic i reversible de trencament i recuperació d’estructures agregades de 
filler amb altres agrupacions de polímers adjacents. 
L’efecte Payne s’ha estudiat en comptades ocasions i s’han desenvolupat diferents models per 
tal de simular aquest comportament. Un dels models més coneguts és el model de Kraus [6], 
que modelitza la dependència de la rigidesa dinàmica amb l’amplitud de deformació en domini 
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freqüencial i des d’una base reològica, però no permet una formulació en domini temporal per 
simulacions amb elements finits. Altres models parteixen des d’una base mecànica i descriuen 
aquesta dependència com un sistema d’equacions no lineals que cal resoldre en domini 
temporal, com el model descrit en [7]. La influència de diversos paràmetres, com la 
temperatura o el grau de vulcanització, també s’ha estudiat en diferents publicacions [8]. 
1.2. Objectius 
L’objectiu principal d’aquesta tesina és comparar la incidència en l’atenuació global de 
vibracions que suposa considerar o no l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada 
en un sistema de via. 
Es plantegen també altres objectius intermedis que cal realitzar prèviament abans d’assolir 
l’objectiu principal: 
 Implementar un model mecànic format per molles elàstiques i amortidors viscosos i 
histerètics que modelitzi la resposta dinàmica d’una manta elastomèrica fabricada a 
partir de materials reforçats amb filler considerant tant la dependència amb l’amplitud 
com amb la freqüència. 
 Calibrar els paràmetres característics del model mecànic per tal que s’ajustin al 
comportament real d’una manta elastomèrica i realitzar un estudi de sensibilitat dels 
paràmetres associats a l’efecte Payne. 
 Calcular l’energia dissipada pel model mecànic i la relació força-desplaçament 
considerant o no efecte Payne i comparar-los. 
 Incorporar el model mecànic implementat dins d’un model de masses concentrades 
que simuli el comportament d’un sistema de via complet. Això permetrà estudiar 
l’atenuació global de la força transmesa pel sistema sota l’últim element aïllant i, per 
tant, la reducció de les vibracions transmeses al terreny, que es produeixen a 
l’incorporar una manta elastomèrica sota la llosa de formigó o del balast, i la 
sensibilitat d’aquesta atenuació al considerar o no efecte Payne. 
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2. Estat de l’art 
Es pretén en aquest apartat introduir alguns dels conceptes, paràmetres i models que 
existeixen actualment i que s’utilitzaran en aquesta tesina per desenvolupar un model mecànic 
que modelitzi l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada en un sistema de via.  
2.1. Descripció dels paràmetres 
Prèviament a la introducció dels diferents models mecànics que modelitzen el comportament 
d’una manta elastomèrica o d’un sistema de via, es descriuen els paràmetres que intervenen i 
que són comuns a tots ells. 
2.1.1. Paràmetres mecànics 
Els polímers, i per tant les mantes elastomèriques, són materials viscoelàstics. Aquests 
materials es caracteritzen per presentar tant propietats viscoses com elàstiques. És a dir, 
s’oposen a ser deformats tangencialment (viscositat) i recuperen la forma original un cop les 
forces externes que els han deformat prèviament desapareixen (elasticitat). En aquests 
materials, la deformació generalment depèn del temps i les tensions i esforços resistits 
depenen tant de la deformació com de la velocitat de deformació. 
El comportament viscoelàstic de la manta elastomèrica es modelitza com una combinació 
lineal de molles i amortidors. 
Les molles modelitzen el comportament elàstic del material i obeeixen la llei de Hooke, que 
s’expressa de la següent manera: 
       (2.1) 
on    és la força aplicada a la molla,   és la rigidesa de la molla i   és el desplaçament produït.  
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D’altra banda, els amortidors viscosos representen, com el seu propi nom indica, el 
comportament viscós del material. En aquest cas, la força aplicada a l’amortidor viscós    varia 
amb la velocitat. Matemàticament, això queda reflectit en la següent expressió: 
     
  
  
   ̇ (2.2) 
Sent   el coeficient d’esmortiment viscós i  ̇ és la velocitat. 
Existeix, a més, un segon tipus d’amortidor anomenat amortidor histerètic, que resulta útil per 
tal de modelitzar l’esmortiment en situacions on l’energia dissipada no depèn de la velocitat.  
Per contra, per tal de treballar amb aquest tipus d’esmortiment, cal utilitzar un model 
complex, on la força associada a l’esmortiment histerètic és proporcional al desplaçament però 
es troba en fase amb la velocitat [9]. Això es pot representar definint una rigidesa complexa    
tal que 
         (2.3) 
on   és la rigidesa de la molla,   és el coeficient d’esmortiment histerètic i   és el número 
imaginari, definit com   √  . 
De manera anàloga a (2.1), es defineix la força aplicada a l’esmortiment histerètic    de la 
següent manera: 
        (2.4) 
Cal tenir present en tot moment, però, que la rigidesa complexa definida a (2.3) no es deriva 
de cap llei física i per tant, no té sentit físic. 
Finalment, els diferents elements propis d’un sistema de via, com són les travesses, el balast, 
la plataforma o la pròpia manta elastomèrica, entre d’altres, es modelitzen com una sèrie de 
masses on la força aplicada a aquesta massa    és 
      ̈ (2.5) 
on  és la massa de l’element i  ̈ és l’acceleració.  
2.1.2. Força aplicada 
El pas d’un tren per una via es pot modelitzar de forma ideal com un seguit de càrregues 
puntuals (rodes) que es desplacen per una biga (carril) recolzada de forma equiespaiada 
(travesses). El pas constant d’aquestes càrregues a una certa velocitat comporta unes 
pulsacions que es transmeten als diferents elements de la via. Per aquesta raó, la càrrega 
dinàmica es pot considerar periòdica i la seva freqüència fonamental equival a la relació entre 
la velocitat i la distància entre les travesses [10]. D’altra banda, les irregularitats en el carril o el 
contracte roda/carril provoquen l’augment d’aquestes freqüències d’excitació. 
D’acord amb [11], la càrrega dinàmica es considera un percentatge de la càrrega estàtica i 
depèn de la velocitat i de l’estat de la infraestructura de la via. La càrrega estàtica aplicada a la 
cara superior de la manta elastomèrica té en compte tant el pes propi del vehicle en repòs com 
el pes dels elements de la superestructura de la via (carril, subjeccions, travesses, balast o llosa 
de formigó, etc.). 
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La Taula 2.1, proporcionada per l’empresa COMSA-EMTE, mostren les tensions màximes 
produïdes per la càrrega estàtica sobre la plataforma en els cas de via sobre balast i via en 
placa. La càrrega morta produïda per la superestructura s’ha considerat de 0.007-0.01 MPa en 
el cas de via sobre balast i de 0.004-0.02 MPa en via en placa.  
 Tramvia Metro Rodalies 
Llarga 
distància 
AVE 
   (KN/eix) < 100 < 130 < 160 < 225 < 170 
  (km/h) 80 100 140 200 300 
Via sobre balast 
     (MPa) 0.05 0.07 0.09 0.11 0.10 
Via en placa 
      (MPa) 0.03 0.05 0.06 0.08 0.07 
Taula 2.1. Tensions màximes aplicades sobre la plataforma 
Tal i com estableix COMSA-EMTE, la càrrega dinàmica correspon a un 10% de la tensió màxima 
senyalada a la taula anterior. 
Considerant el cas d’un metro sobre via en placa, molt comú en àrees metropolitanes com 
Barcelona, i una àrea efectiva   de 0.6 m (distància habitual entre travesses) per 1 m d’ample, 
el mòdul de la força aplicada   sobre la manta elastomèrica serà de 
            (2.6) 
A més, quan es treballa amb equacions diferencials, com serà el cas d’aquesta tesina, una 
pràctica molt habitual per tal de simplificar les operacions és expressar el moviment harmònic 
en forma d’una funció exponencial complexa. En aquest sentit, doncs, la força aplicada 
s’expressa com 
            (2.7) 
sent  la freqüència d’excitació, tal que 
                   (2.8) 
2.1.3. Rang de freqüències d’interès 
A l’hora d’atenuar vibracions, habitualment es consideren dos rangs de freqüències d’interès 
degut a què causen la majoria de les molèsties produïdes als veïns que resideixen en zones 
pròximes a línies de ferrocarril. 
El primer rang de freqüències fa referència a les vibracions que es transmeten pel terreny fins 
als edificis veïns. Aquest tipus de vibració, conegut com soroll re-irradiat, consisteix en aquell 
soroll produït pel terra, parets, finestres i portes al vibrar com a conseqüència de les vibracions 
causades pel pas dels trens. El rang de freqüències d’aquest tipus de vibració es situa entre els 
18 i 250 Hz. Per sota dels 18 Hz, aquest soroll és imperceptible per l’oïda humana, mentre que 
per sobre dels 250 Hz, la pèrdua d’energia de la vibració del terreny és molt important. 
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L’altre rang de freqüències d’interès fa referència a la percepció de les vibracions transmeses a 
les persones. En aquest cas no es perceben els sorolls de les diferents parts de l’edifici, sinó 
que és la pròpia persona que rep la vibració. El rang de freqüències d’aquest segon grup 
d’interès es situa entre 1 i 80 Hz. 
Tot i això, és habitual en la indústria ferroviària analitzar un rang de freqüències més ampli per 
tal d’obtenir una informació més acurada, sobretot en relació a les freqüències pròpies altes 
que poden esdevenir en un sistema de masses concentrades com és la modelització d’un 
sistema de via. 
Per aquesta raó, el rang de freqüències d’interès és de 0 a 500 Hz. 
2.2. Modelització d’un sistema de via 
2.2.1. Descripció del model de masses concentrades 
El vagó, el carril, les travesses, la placa d’assentament o el balast són alguns dels elements que 
cal tenir en compte quan es treballa amb un sistema de via. 
 
Figura 2.1. Esquematització d'un sistema de via 
Tal i com s’aprecia a la Figura 2.1, tots aquests elements poden modelitzar-se a base d’un 
seguit de masses  unides entre sí mitjançant molles de rigidesa   i amortidors amb coeficient 
d’esmortiment  . 
Una simplificació del sistema de via anterior és el que es mostra en la part esquerra de la 
Figura 2.2, modelitzat com un model de masses concentrades amb dos graus de llibertat. 
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Figura 2.2. Modelització d'un sistema de via; sense manta elastomèrica (esquerra) i atenuat amb manta 
elastomèrica (dreta) 
Amb      la força aplicada,        la força transmesa al terreny no atenuada i on els subíndexs 
dels diferents elements fan referència a: no suspès (  ), placa d’assentament (  ), travessa 
(  ), balast o placa de formigó (   ) i plataforma (  ). 
Amb la introducció de la manta elastomèrica dins del sistema, el model augmenta en un ordre 
de llibertat, ja que s’introdueix per sota del balast o de la placa de formigó i per sobre de la 
plataforma. D’aquesta manera, la modelització del sistema de via amb manta elastomèrica 
queda representada a la part dreta de la Figura 2.2, on        representa la força transmesa al 
terreny atenuada gràcies a la introducció de la manta elastomèrica i el subíndex   fa 
referència a la pròpia manta elastomèrica. 
El sistema d’equacions diferencials ordinàries de segon ordre que regeix tant el model de 2 
graus de llibertat com el de 3 graus de llibertat és de la forma 
   ̈      ̇                   (2.9) 
on      és el vector de desplaçaments,  ̇    és el vector de velocitats,  ̈    és el vector 
d’acceleracions,  la matriu de masses,  la matriu de rigideses,    la matriu de coeficients 
d’esmortiment viscós i  la matriu de coeficients d’esmortiment histerètic. 
A mode indicatiu, pel cas del model de masses concentrades amb manta elastomèrica, els 
vectors i matrius de (2.9) són: 
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2.2.2. Atenuació global. Pèrdua d’inserció 
Per tal de calcular l’atenuació global i la reducció de les vibracions transmeses al terreny 
produïdes per la incorporació d’una manta elastomèrica cal introduir el concepte de pèrdua 
d’inserció, o   , ja que habitualment s’utilitza la seva nomenclatura en anglès (insertion loss). 
La manera més habitual de calcular la pèrdua d’inserció es basa en obtenir la corba 
d’atenuació segons el rati “relació força sota l’últim element aïllant respecte força aplicada al 
carril” entre la solució atenuada amb manta elastomèrica i la solució de referència sense 
manta. L’expressió de la pèrdua d’inserció és la següent: 
            |
   
 ⁄
   
 ⁄
|       |
   
   
| (2.15) 
On     és el mòdul de la força sota l’últim element aïllant sense manta elastomèrica i    és el 
mòdul de la força sota l’últim element aïllant amb manta elastomèrica. 
S’observa a (2.15) que la pèrdua d’inserció és independent del valor de la força aplicada sobre 
el carril. Per tant, aquest mètode compara quantes vegades més atenua la força inicial el 
model atenuant respecte del model de referència sense manta elastomèrica. 
La introducció del logaritme en l’expressió (2.15) facilita la comprensió de la pèrdua d’inserció. 
En aquest sentit, valors negatius de    signifiquen una atenuació de la vibració, mentre que 
valors positius d’aquesta comporten una amplificació de les vibracions transmeses al terreny. 
Per tal de conèixer l’atenuació global    en un rang de freqüències determinat, tan sols cal 
recórrer a la mitjana aritmètica dels valors de la pèrdua d’inserció, de tal manera que 
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    ∑
       
 
 
   
 (2.16) 
2.3. Modelització d’una manta elastomèrica 
Per tal de modelitzar la manta elastomèrica, existeixen diversos models mecànics que 
presenten diferents combinacions dels paràmetres   ,    i    propis de la manta mostrats a 
la Figura 2.2. 
En aquest apartat s’esmenten els dos models més habituals, que es desenvoluparan més 
endavant amb més deteniment, i s’introdueix el concepte de funció de transferència inversa. 
2.3.1. El model de Voigt 
El model de Voigt, també conegut com model Kelvin-Voigt, es representa per una molla de 
rigidesa  , un amortidor viscós amb un coeficient d’esmortiment viscós   i un amortidor 
histerètic amb un coeficient d’esmortiment histerètic   connectats en paral·lel.  
Negligint la massa de la manta elastomèrica, es considera el model mecànic tal i com es mostra 
a la Figura 2.3, on      és la força aplicada i      el desplaçament del sistema. 
 
Figura 2.3. Model de Voigt sense massa 
2.3.2. El model de Maxwell 
El model de Maxwell, també conegut com model de Maxwell-Wiechert, es representa com una 
molla connectada en paral·lel a una combinació en sèrie de molla i amortidor viscós. També és 
possible afegir amortidors histerètics connectats en paral·lel a les molles elàstiques, de tal 
manera que la combinació equivalent d’aquests elements coincideixi amb la rigidesa complexa 
definida a (2.3). 
Negligint la massa de la manta elastomèrica, es considera el model mecànic de dos graus de 
llibertat tal i com es mostra a la Figura 2.4: 
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Figura 2.4. Model de Maxwell sense massa 
On       és un desplaçament intern dins de la manta elastomèrica i       representa el 
desplaçament total del sistema. 
Respecte a la notació, i a mode d’indicació, el subíndex  de la rigidesa    fa referència al 
caràcter purament elàstic d’aquella branca. El mateix raonament se li aplica a l’esmortiment 
histerètic    . 
2.3.3. Funció de transferència inversa 
Un cop analitzats tots els components característics d’un model viscoelàstic i algunes de les 
combinacions entre ells que formen els diferents models mecànics, és interessant introduir el 
concepte de transferència inversa. 
En un problema estàtic, la rigidesa estàtica mesura la relació força-desplaçament vertical a la 
cara d’aplicació de la força de l’objecte d’anàlisi. Extrapolant aquesta relació a un problema 
dinàmic com el que s’analitza en aquesta tesina, s’obté el concepte de rigidesa dinàmica d’una 
manta elastomèrica. A aquesta relació força-desplaçament se l’anomena funció de 
transferència inversa   . 
Ara bé, l’aplicació d’una força en forma complexa com l’expressada a (2.7), genera 
desplaçaments també complexos i, per tant, la relació força-desplaçament serà, en general, 
complexa. 
L’expressió de càlcul d’aquesta funció de transferència inversa en domini freqüencial és 
        
 
    
 (2.17) 
On   és el mòdul de la força aplicada,   l’amplitud del desplaçament i   la freqüència 
d’excitació. 
En tot moment, l’amplitud del desplaçament és funció de la freqüència d’excitació. Degut a la 
constant repetició d’aquest paràmetre al llarg de la tesina, i realitzant un abús del llenguatge, 
es denota       tan sols com  . 
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Tenint en compte que, en general,    ℂ, l’equació (2.17) es pot reescriure de la manera 
següent: 
        
 
‖ ‖
    (2.18) 
amb ‖ ‖ el mòdul de l’amplitud del desplaçament i  la fase entre força i desplaçament. 
En aquests casos, la part real de la funció de transferència inversa s’entén com la component 
elàstica i correspon a la rigidesa dinàmica de la manta elastomèrica. La part imaginària de   , 
d’altra banda, fa referència a la component amortidora o dissipadora d’energia del sistema. 
La Figura 2.5 i la Figura 2.6, extretes de la norma italiana UNI 10570 [12], mostren de forma 
qualitativa el comportament de la funció de transferència inversa esperada d’una manta 
elastomèrica. 
 
Figura 2.5. Part real de la funció de transferència inversa d'una manta elastomèrica [12] 
 
Figura 2.6. Part imaginària de la funció de transferència inversa d'una manta elastomèrica [12] 
La part real de la funció de la funció de transferència inversa parteix de la rigidesa estàtica per 
una freqüència nul·la i augmenta si  creix fins arribar a un valor constant. Aquest valor es 
pren com la rigidesa dinàmica de la manta elastomèrica. 
Pel que fa a la part imaginària de   , la funció pren el valor de coeficient d’esmortiment 
histerètic estàtic per   , i creix a mesura que augmenta la freqüència d’excitació fins 
assolir una asímptota obliqua de pendent el valor del coeficient d’esmortiment viscós. 
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2.4. L’efecte Payne 
Les mantes elastomèriques es fabriquen a partir de materials reciclats. La principal font 
d’aportació és la indústria de l’automoció i, en particular, els pneumàtics. Aquests materials, 
durant el seu procés de fabricació, han estat reforçats amb filler per tal de millorar-ne algunes 
de les seves propietats. El negre de carbó i la sílice amorfa són dos dels fillers més emprats. 
D’acord amb [13], la presència d’aquests fillers és essencial per aconseguir una major 
resistència a l’abrasió i duresa del pneumàtic, allargar la seva vida útil i, en el cas de la sílice 
amorfa,  redueix els gasos d’efecte hivernacle ja que disminueix el consum de benzina dels 
vehicles. 
L’efecte Payne, anomenat en honor al científic britànic A. R. Payne [5], fa referència al 
comportament que presenten aquests elastòmers reforçats amb filler, els quals sota 
condicions de càrrega cíclica, petites amplituds de deformació comporten una disminució de la 
seva rigidesa dinàmica (part real de la funció de transferència inversa) i un pic en la seva 
component amortidora (part imaginària de la funció de transferència inversa). Aquest 
fenomen, doncs, constata una dependència amb l’amplitud i la freqüència d’excitació, tal i com 
s’observa a la Figura 2.8 i es diferencia completament del comportament observat en un 
elastòmer no reforçat amb filler mostrat a la Figura 2.7. 
 
Figura 2.7. Funció de transferència inversa independent de l'amplitud d'un elastòmer sense filler [7] 
Es pot observar a l’esquerra de la Figura 2.8 com a mesura que s’augmenta l’amplitud de 
deformació respecte el cas sense efecte Payne la part real de la funció de transferència inversa 
(  ) decreix per qualsevol de les freqüències analitzades. 
La part imaginària de la funció de transferència inversa, en canvi, presenta un màxim per una 
amplitud de deformació concreta, tal i com s’observa a la dreta de la Figura 2.8 (   ). Un cop 
assolit aquest màxim, la component amortidora decau per sota dels valors del cas sense efecte 
Payne a mesura que s’augmenta l’amplitud de deformació de l’elastòmer reforçat amb filler. 
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Figura 2.8. Dependència amb la freqüència i l'amplitud de l'efecte Payne d’un elastòmer ESBR
1
 reforçat 
amb 50 phr
2
 negre de carbó; part real (esquerra) i part imaginària (dreta) de la funció de transferència 
inversa [7] 
L’explicació de l’efecte Payne a nivell molecular es basa en un procés dinàmic i reversible de 
trencament i recuperació d’estructures agregades de filler amb altres agrupacions de polímers 
adjacents.  
Tal i com es comenta en [5], el comportament d’aquestes agrupacions de polímers depenen de 
les forces atractives entre partícules. En absència d’aquestes forces, aquestes formacions es 
trenquen fàcilment i cada una de les partícules de l’elastòmer actua individualment, provocant 
que el material presenti un comportament elàstic lineal basat en la llei de Hooke. En canvi, en 
presència de filler, les forces d’atracció presents en el material (forces de Van der Waals pel 
negre de carbó i enllaços d’hidrogen per la sílice) provoca que les agrupacions de polímers 
actuïn com a grup. A mesura que l’amplitud de deformació augmenta, aquestes formacions es 
van trencant en agrupacions més petites de diferents dimensions, comportant un canvi en 
l’elasticitat del material. 
 
 
 
                                                          
1
 Polímer de cautxú estirè-butadiè obtingut mitjançant un procés d’emulsió 
2
 De l’anglès: per hundred rubber. Part de material no elastomèric per cada cent parts d’elastòmer. 
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3. Problema mecànic sense efecte Payne 
3.1. Elecció del model mecànic 
Aquest apartat es centra en l’elecció del model mecànic. Per a tal efecte, es pretén 
desenvolupar els models de Voigt i Maxwell i obtenir la seva funció de transferència inversa. 
3.1.1. El model de Voigt 
El model de Voigt presenta una combinació en paral·lel de molla, amortidor viscós i amortidor 
histerètic, tal i com s’ha mostrat anteriorment a la Figura 2.3. 
L’equació diferencial ordinària que regeix el sistema, considerant la rigidesa complexa definida 
a (2.3), és 
               ̇      (3.1) 
amb 
            (3.2) 
Suposant règim estacionari, la solució      serà de la forma 
            (3.3) 
sent    ’amp   ud del desplaçament. La velocitat s’obté de manera immediata derivant (3.3): 
  ̇            (3.4) 
Substituint (3.2), (3.3) i (3.4) en (3.1), s’obté 
                                (3.5) 
L’expressió (3.5) és vàlida per ∀   i, per tant, 
                    (3.6) 
Reagrupant (3.6), s’obté l’expressió de   en domini freqüencial 
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 (3.7) 
i, d’acord amb (2.17), la funció de transferència inversa    del model de Voigt és 
               (3.8) 
Finalment, separant la rigidesa complexa en la part real i imaginària segons (2.3), la funció de 
transferència queda de la manera següent: 
                  (3.9) 
A mode d’exemple, es calcula la funció de transferència inversa per un model de Voigt amb 
uns paràmetres habituals en la indústria ferroviària mostrats a la Taula 3.1. 
Paràmetres Valor 
  1.2·107 N/m 
  2.4·106 N/m 
  103 Ns/m 
Taula 3.1. Valor dels paràmetres pel model de Voigt 
 
Figura 3.1. Funció de transferència inversa pel model de Voigt; part real de    (esquerra) i part 
imaginària de     (dreta) 
S’observa a l’equació (3.9) i a la Figura 3.1 que la part real de la funció de transferència inversa 
no depèn de la freqüència i presenta un valor constant igual al valor de la rigidesa de la molla. 
Això difereix del comportament esperat en la norma italiana [12], com s’observa a la Figura 
2.5, on la rigidesa de la manta s’endureix amb la freqüència. En algunes ocasions, aquest 
desajust es reverteix introduint la rigidesa   no com un valor constant, sinó com una funció 
creixent amb la freqüència, tal que         
D’altra banda, la part imaginària de la funció de transferència inversa presenta un 
comportament qualitatiu semblant al que s’espera, amb un valor igual al del coeficient de 
l’esmortiment histerètic per una freqüència nul·la i un creixement lineal de pendent el valor 
del coeficient d’esmortiment viscós. 
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3.1.2. El model de Maxwell 
El model de Maxwell presenta una molla connectada en paral·lel a una combinació en sèrie de 
molla i amortidor viscós, juntament amb dos amortidors histerètics connectats en paral·lel a 
cadascuna de les molles, tal i com s’ha mostrat amb anterioritat a la Figura 2.4. 
El model de Maxwell, també conegut com model de Maxwell-Wiechert, es representa com una 
molla connectada en paral·lel a una combinació en sèrie de molla i amortidor viscós. També és 
possible afegir amortidors histerètics connectats en paral·lel a les molles elàstiques, de tal 
manera que la combinació equivalent d’aquests elements coincideixi amb la rigidesa complexa 
definida a (2.3). 
Considerant les rigideses complexes 
   
              (3.10) 
   
   
         (3.11) 
el sistema d’equacions diferencials ordinàries que regeix el sistema és 
        
          
 [           ]    (3.12) 
   
   
 [           ]    ̇       (3.13) 
amb  
            (3.14) 
Suposant règim estacionari, les solucions        i       seran de la forma 
          
    (3.15) 
   
          
    (3.16) 
sent    i    les amplituds del desplaçament de cadascun dels moviments. Les velocitats 
s’obtenen de manera immediata derivant (3.15) i (3.16): 
  ̇          
    (3.17) 
   
  ̇          
    (3.18) 
Substituint (3.14), (3.15), (3.16), (3.17) i (3.18) en les expressions (3.12) i (3.13) s’obté 
         
    
        
 [   
        
   ]       (3.19) 
   
   
 [   
       
   ]        
           (3.20) 
Les expressions (3.19) i (3.20) són vàlides per ∀   i, per tant, 
     
       
 [      ]    (3.21) 
   
   
 [     ]            (3.22) 
Agrupant en forma matricial (3.21) i (3.22), s’obté 
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 (
  
        
 
   
   
    
 ) [
  
  
]  [
 
 
] (3.23) 
Per tal de trobar    i, així, l’amplitud de desplaçament total del sistema, cal resoldre el sistema 
lineal d’equacions (3.23). D’aquesta manera s’obté 
 
   
 
  
    
  
   
   
  
     
 (3.24) 
i, d’acord amb (2.17), la funció de transferència inversa    del model de Maxwell és 
          
    
  
   
   
  
     
 (3.25) 
Separant la rigidesa complexa en la part real i imaginària segons (3.10) i (3.11), la funció de 
transferència queda de la manera següent: 
                       
        
 
           
 (3.26) 
A mode d’exemple, es calcula la funció de transferència inversa per un model de Maxwell amb 
els paràmetres mostrats a la Taula 3.2.  
Paràmetres Valor 
   ,     1.2·10
7 N/m 
   ,     2.4·10
6 N/m 
  4·104 Ns/m 
Taula 3.2. Valor dels paràmetres pel model de Maxwell 
 
Figura 3.2. Funció de transferència inversa pel model de Maxwell 
S’observa a la Figura 3.2 que la part real de la funció de transferència inversa creix amb la 
freqüència, com s’espera en [12],  partint d’una rigidesa estàtica i assolint una asímptota 
horitzontal per freqüències elevades de valor la suma de les rigideses elàstiques de les molles. 
D’altra banda, el comportament de la part imaginària de la funció de transferència inversa no 
s’ajusta a les dades experimentals. Per aquest model, la corba creix fins assolir un pic per 
freqüències baixes i després tendeix a una asímptota horitzontal de valor la suma dels 
coeficients d’esmortiment histerètics. 
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3.1.3. Elecció del model emprat 
Per tal de modelitzar l’efecte Payne de la manta elastomèrica en aquesta tesina, s’utilitzarà un 
model mecànic de Maxwell, generalitzant-lo a   branques en paral·lel, pels següents motius: 
 El model de Maxwell descriu millor el comportament elàstic de la manta elastomèrica 
que el de Voigt sense necessitat d’introduir explícitament en el paràmetre de la 
rigidesa una dependència amb la freqüència. 
 La generalització del model a n branques en paral·lel permetrà corregir el 
comportament amortidor o dissipador d’energia de la manta elastomèrica i ajustar-lo 
a les dades experimentals. 
 Es pretén modelitzar l’efecte Payne d’acord amb el descrit en [7], on el model mecànic 
utilitzat és precisament el model de Maxwell-Wiechert. 
3.2. Plantejament en domini temporal 
D’acord amb l’elecció del model realitzada a l’apartat anterior, es modelitza la manta 
elastomèrica com un model de Maxwell generalitzat amb   branques en paral·lel i     graus 
de llibertat, tal i com es mostra a la Figura 3.3. 
 
Figura 3.3. Model de Maxwell generalitzat sense efecte Payne 
Per tal de mantenir una correspondència entre els subíndexs dels paràmetres i els 
desplaçaments associats a les respectives branques, es denota com        al desplaçament 
total de la manta elastomèrica, que coincideix amb el desplaçament de les branques 
modelitzades per    i   . Els desplaçaments      ,...,       corresponen als desplaçaments 
interns de la pròpia manta. 
Considerant les rigideses complexes 
   
              (3.27) 
   
   
                       (3.28) 
el sistema d’equacions diferencials ordinàries que regeix el sistema és 
        
         
 [           ]         
 [           ]         (3.29) 
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 [           ]     ̇                     (3.30) 
amb 
            (3.31) 
Reordenant (3.30), 
  ̇     
  
 
  
[           ]               (3.32) 
s’obtenen   equacions de la forma  ̇               . 
Per tal de trobar una expressió equivalent per  ̇    , es deriva (3.29) respecte del temps 
  ̇      
  ̇       
 [ ̇      ̇    ]        
 [ ̇      ̇    ]              (3.33) 
Reordenant l’expressió (3.33) i agrupant-la en sumatoris, s’obté 
  ̇    ∑  
  ̇     
 
   
∑  
  ̇      
 
   
 (3.34) 
on el sumatori de       denota la suma dels    
  elements de cadascuna de les   branques 
i   
 . 
Es substitueix (3.32) en (3.34) i s’aïlla  ̇     per tal d’obtenir la següent expressió: 
  ̇     
 
∑   
 
 
   
( ̇    ∑
(  
 )
 
  
[           ]
 
   
) (3.35) 
Les equacions (3.32) i (3.35) formen un sistema d’equacions diferencials ordinàries de l’estil 
  ̇                        (3.36) 
amb 
      [
     
 
     
     
] (3.37) 
el vector de desplaçaments tal que      ℂ    i  
  ̇    [
 ̇    
 
 ̇    
 ̇    
] (3.38) 
el vector de velocitats, tal que  ̇    ℂ   . 
Reagrupant les equacions (3.32) i (3.35) és possible arribar a  
  ̇                         (3.39) 
on 
Modelització de l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada a un sistema de via        
 
21 
 
   
(
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
  
  
  
 
  
    
   
  
 
  
  
 
  
 
   
   
  ∑   
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 (3.40) 
i 
       
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ̇   
∑   
 
 
   ]
 
 
 
 
 
 (3.41) 
obtenint, d’aquesta manera, un sistema d’equacions diferencials ordinàries lineals associat al 
model de Maxwell sense efecte Payne. 
A la matriu       ℂ  se la denomina matriu de components associada al sistema d’EDO i 
només depèn dels paràmetres intrínsecs de la manta elastomèrica. El vector      ℂ    se’l 
denomina terme força i representa l’acció externa sobre el sistema. 
3.3. Solució estacionària 
La solució d’un sistema d’equacions diferencials ordinàries com l’expressat a (3.39) es composa 
de la suma d’una solució transitòria i d’una estacionària. 
La solució associada a l’estat transitori, que és pot associar al problema homogeni sense terme 
força, depèn de les condicions inicials del problema i s’anul·la transcorregut un temps 
determinat. La solució estacionària, en canvi, és independent de les condicions inicials i es 
manté al llarg del temps sempre i quan la força excitadora aplicada també es mantingui. 
A més, tal i com ja s’ha comentat en els exemples dels model de Voigt i Maxwell explicats en 
apartats anteriors, si la força aplicada és harmònica i el problema és lineal, en règim 
estacionari la solució també és harmònica. 
Tenint en compte que la durada de l’aplicació de la força no és indefinida, sinó que s’associa a 
la durada del pas d’un tren, resulta interessant determinar en quin moment s’assoleix el règim 
estacionari del sistema modelitzat. 
D’acord amb [14], si la matriu de components        ℂ  és diagonalitzable amb 
         ℂ  amb  no singular i  diagonal són tals que     
  , llavors la solució al 
sistema lineal homogeni  ̇          està donada per 
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       (
    
 
      
)(
  
 
    
) (3.42) 
amb           ℂ, on 
   (
  
 
    
) (3.43) 
conté els valors propis   ,...,      de  i les columnes de  corresponen als vectors propis 
          de . 
Per tant, la solució (3.42) es pot reescriure com 
           
                 
      (3.44) 
Quedant-se tan sols amb la part real del desplaçament, que és la que té sentit físic, l’expressió 
(3.44) es reescriu de manera que 
   {    }   ̃  
(  
      
  )       ̃    
(    
        
  )  (3.45) 
on ̃     ̃      són la part real del producte de     . D’altra banda, recordant l’expressió 
(2.8) del moviment harmònic en forma de funció exponencial complexa, es substitueixen les 
exponencials imaginàries de (3.45), obtenint 
  {    }   ̃ (     
  
        
  
 )   
  
       ̃   (       
  
          
  
 )     
  
  (3.46) 
De (3.46) s’extreu què per a què la solució transitòria desaparegui, la part real dels valors 
propis han de ser iguals o inferiors a 0 per tal què l’exponencial sigui negativa i faci tendir a 
zero els sumands per temps cada vegada més grans. Si algun valor propi fos positiu, la solució 
transitòria no desapareixeria, sinó que s’amplificaria amb el temps. 
D’altra banda, tot i que s’ha parlat d’anul·lar la solució transitòria del sistema, aquesta 
afirmació no és del tot certa ja que la funció exponencial mai s’anul·la. Tot i així, per valors 
suficientment petits de la solució transitòria, aquesta es podrà considerar nul·la en comparació 
amb la solució estacionària. 
Per tant, un procediment per trobar el temps associat al règim estacionari es resumeix a la 
Taula 3.3. 
1 Càlcul dels valors propis de la matriu de components     ,...,        
2 Obtenció de la part real dels valors propis   
  ,...,     
   
3 Localitzar el valor propi real amb el mòdul més petit     |  
  |   |    
  |  
4 
Trobar el temps que fa que el valor de la funció 
exponencial associada al valor propi mínim     
   sigui 
inferior a una tolerància 
     
           
Taula 3.3. Algoritme d'obtenció del temps associat al règim estacionari 
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Cal fer notar, doncs, que existeixen infinits temps estacionaris en funció de la tolerància 
considerada. A mesura que disminueixi la tolerància, més tard s’assolirà aquest temps 
estacionari i més precisa serà la solució permanent. 
A l’apartat d’anàlisi de resultats es comprovarà numèricament que en els casos d’estudi la 
matriu de components   diagonalitza amb tots els valors propis iguals o inferiors a zero i que, 
per tant, el procediment resumit a la Taula 3.3 és vàlid. 
3.4. Resolució en domini freqüencial 
Assumint règim estacionari i tenint en compte que la força aplicada és sinusoïdal, la solució del 
sistema d’equacions diferencials ordinàries      lineals també ho és, de tal manera que 
      [
     
 
     
     
]  
[
 
 
 
   
   
 
   
   
   
   ]
 
 
 
 (3.47) 
i, per tant, 
  ̇    [
 ̇    
 
 ̇    
 ̇    
]  
[
 
 
 
     
   
 
     
   
     
   ]
 
 
 
 (3.48) 
Substituint (3.31), (3.47) i (3.48) en (3.29) i (3.30), s’obté 
         
    
      
 [   
       
   ]         
 [   
       
   ]    (3.49) 
   
   
 [   
       
   ]         
                    (3.50) 
Les expressions (3.49) i (3.50) són vàlides per ∀   i, per tant, 
     
      
 [     ]         
 [     ]         (3.51) 
   
   
 [     ]                         (3.52) 
Reordenant (3.51) i (3.52) i agrupant-les en sumatoris, s’obtenen 
 ∑  
 
 
   
   ∑  
   
 
   
   (3.53) 
   
 (  
      )     
                    (3.54) 
que es poden agrupar en forma matricial tal que 
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]  [
 
 
 
 
] (3.55) 
D’aquesta manera, assumint règim estacionari, el sistema d’equacions diferencials ordinàries 
lineals (3.36) s’ha convertit en un sistema d’equacions lineals (3.55) fàcilment resoluble. 
Resolent el sistema (3.55) mitjançant operacions de fila, s’obté el mòdul del desplaçament 
total de sistema   , que és 
 
   
 
∑   
 
 
   
 ∑ (  
 )
 
(  
      )⁄
 
   
 
(3.56) 
i, llavors, la funció de transferència inversa    es determina directament: 
        ∑  
 
 
   
 ∑
(  
 )
 
  
      
 
   
 (3.57) 
Separant la rigidesa complexa en la part real i imaginària segons (3.27) i (3.28), la funció de 
transferència del model de Maxwell generalitzat sense efecte Payne i negligint la massa de la 
manta és 
  
      ∑        
 
   
 ∑
(      )
 
            
 
   
 (3.58) 
3.5. Ajust dels paràmetres per mínims quadrats no lineals 
L’expressió (3.58) determina la funció de transferència inversa     per un model de Maxwell 
generalitzat sense efecte Payne, on s’ha negligit la massa, per uns valors genèrics de les 
rigideses   i dels coeficients d’esmortiment viscós   i histerètic  . És clar, doncs, que cal 
determinar el valor d’aquests paràmetres per tal que la manta elastomèrica presenti el 
comportament desitjat. 
Degut a la manca d’assajos experimentals de mantes elastomèriques en el laboratori, es 
pretén ajustar de forma qualitativa la funció de transferència inversa d’acord amb l’esmentat 
en la norma italiana UNI 10570 [12]. El comportament de la part real i imaginària de la funció 
de transferència inversa d’una manta elastomèrica es resumeix a la Figura 2.5 i Figura 2.6 
respectivament, ja mostrades anteriorment. 
Per tant, a partir d’unes funcions genèriques que s’ajustin de forma qualitativa a la part real i 
imaginària de la funció de transferència inversa, es pretén ajustar els paràmetres del model 
mecànic mitjançant la tècnica d’optimització per mínims quadrats no lineal degut a què, 
precisament, aquests paràmetres intervenen dins de l’equació (3.58) de manera no lineal. 
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3.5.1. Plantejament del problema 
D’acord amb [15], es planteja el problema d’optimització per mínims quadrats no lineals de la 
manera següent: 
Partint de la funció de transferència inversa (3.58) no lineal respecte dels paràmetres 
          (3.59) 
on 
   [                   ]
  (3.60) 
és el vector paràmetres, amb        , que conté tots els paràmetres del model a ajustar, i 
d’una sèrie de  dades experimentals 
       
                  (3.61) 
on generalment   , es pretén escollir uns paràmetres    de tal manera que minimitzin, en 
el sentit dels mínims quadrats, 
        
          
                 (3.62) 
sent el residu      una funció vector tal que 
 
    :                 
                                 
(3.63) 
amb 
      [
     
 
     
] (3.64) 
Això es tradueix en minimitzar la funció       definida com 
                ∑  
    
 
   
 (3.65) 
Cal tenir en compte que el residu es defineix en l’espai dels reals. Per tal que això es compleixi, 
es defineix una nova funció de transferència inversa en la que s’han desagregat les parts reals i 
imaginàries. Multiplicant i dividint (3.58) pel seu conjugat i operant per tal d’agrupar les parts 
reals i imaginàries per separat, s’obté 
          {
  {        }
  {        }
 (3.66) 
on 
   {        }  ∑  
 
   
 ∑
  
      
          
  
           
 
   
 (3.67) 
   
   {        }  ∑  
 
   
 ∑
  
    
          
    
  
  
           
 
   
 (3.68) 
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D’aquesta manera, per cada , s’obtenen dos valors reals de    i, per tant, el número 
d’equacions es dobla, passant a ser de   .  
A continuació s’introdueixen tres tècniques d’iteració diferents per tal de resoldre el problema 
que s’acaba de plantejar. 
3.5.2. Mètode de Newton 
El mètode de Newton es basa en l’aproximació quadràtica de      de tal manera que 
       (  )    (  )(    )  
 
 
(    )
 
   (  )(    ) (3.69) 
on       és la derivada de   respecte de  , tal que 
                  (3.70) 
sent      la matriu jacobiana definida com 
      
(
 
 
   
   
    
   
   
   
  
    
   
    
    
   
   
)
 
 
 (3.71) 
 i        és la segona derivada de   respecte de  , tal que 
                         (3.72) 
on 
      ∑           
  
   
 (3.73) 
sent       la matriu hessiana de        definida com 
        
(
 
 
 
 
 
    
   
    
    
     
    
    
     
   
    
     
   
    
   
     
    
     
   
    
    
     
   
    
     
    
    
   
    )
 
 
 
 
 
 (3.74) 
Ja que el que es pretén és minimitzar     , el problema es centra en resoldre un problema de 
zeros de funcions tal que        . Per tant, segons el mètode de Newton, la iteració      
s’obté com 
         
  (  )
       
 (3.75) 
Substituint (3.70) i (3.72) en (3.75) i reordenant els termes, el problema es resumeix en 
resoldre un sistema lineal d’equacions com el següent: 
 [ (  )
 
 (  )       ]      (  )
 
 (  ) (3.76) 
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amb 
            (3.77) 
D’aquesta manera s’obté un mètode iteratiu amb convergència quadràtica per tal de trobar els 
valors dels paràmetres que defineixen el model mecànic de la manta elastomèrica. La principal 
dificultat del mètode de Newton, però, es centra en el cost d’obtenció de la matriu    , 
degut a què involucra el càlcul computacional de    matrius hessianes. 
3.5.3. Mètode de Gauss-Newton 
El mètode de Gauss-Newton es basa en l’aproximació de la segona derivada de la funció a 
minimitzar (3.72) com  
                   (3.78) 
i, d’aquesta manera, s’evita calcular la matriu    . 
El sistema d’equacions lineals a resoldre (3.76) queda simplificat de la manera següent: 
 [ (  )
 
 (  )]      (  )
 
 (  ) (3.79) 
La convergència d’aquest mètode, doncs, depèn fonamentalment de la importància d’aquesta 
simplificació. Si es considera la solució del problema   , llavors: 
 Si       , el mètode presenta convergència quadràtica. 
 Si      és petit, el mètode presenta convergència lineal. 
 Si      és gran, el mètode no convergeix. 
3.5.4. Mètode de Levenberg-Marquardt 
És relativament comú que, a l’hora de resoldre el sistema lineal d’equacions del problema 
d’optimització per mínims quadrats, en una iteració determinada el producte de jacobians  
          o la matriu hessiana       estiguin mal condicionats. 
En un sistema lineal de la forma     , es defineix el número de condició       de la 
matriu  quadrada i no singular relatiu a la norma ‖ ‖ com 
      ‖ ‖‖   ‖ (3.80) 
El mal o ben condicionament d’una matriu depèn del número de condició d’una matriu i indica 
com varia la solució   si   presenta una petita pertorbació. Quan      presenta valors a prop 
d’1, és diu que la matriu està ben condicionada i petites pertorbacions en    comporten petites 
pertorbacions en  . D’altra banda, quan      presenta valors significativament superiors a 1, 
la matriu està mal condicionada i petites pertorbacions en    comporten grans pertorbacions 
en  . 
S’evidencia, doncs, que en un procés iteratiu, on l’objectiu principal és trobar una pertorbació 
en el vector paràmetres   que redueixi la funció     , el mal condicionament de la matriu del 
sistema lineal a resoldre pot comportar la no convergència del mètode. 
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Una solució al problema anterior és l’algoritme de Levenberg-Marquardt [16] [17]. En aquest 
mètode, el sistema lineal a resoldre és  
 [ (  )
 
 (  )        ( (  )
 
 (  ))]      (  )
 
 (  ) (3.81) 
on    se’l denomina paràmetre d’esmortiment, i     ( (  )
 
 (  )) és una matriu diagonal 
amb valors a la diagonal corresponents als valors de la diagonal del producte de jacobians. 
La idea fonamental del mètode de Levenberg-Marquardt es centra, principalment, en 
l’actualització del paràmetre   en cadascuna de les iteracions: 
 Quan el vector paràmetres   dista molt de la solució    que minimitza la funció, es 
prenen valors de   grans, fent tendir el procés al mètode del màxim descens, on 
l’actualització dels paràmetres es realitza en la direcció oposada al gradient. Aquest 
mètode assegura la convergència a canvi de perdre velocitat de convergència. 
 Quan el vector paràmetres   s’apropa a la solució    que minimitza la funció, el valor 
de   es redueix considerablement, tendint al mètode de Gauss-Newton, que equival a 
   . D’aquesta manera, el mètode presenta una convergència localment quadràtica. 
Un mètode heurístic per actualitzar el paràmetre d’esmortiment   en cadascuna de les 
iteracions és el que es mostra a la Taula 3.4. 
1 Càlcul de la funció a minimitzar en la iteració 
actual  
 (  ) 
2 Obtenció del vector paràmetres a partir de    
actual i del nou valor de la funció a minimitzar  
 ̅         ;   ( ̅   ) 
3 Reducció del paràmetre d’esmortiment actual  ̃       ⁄ ,     
4 Obtenció del vector paràmetres a partir de  ̃    i 
del respectiu valor de la funció a minimitzar 
 ̃     ̃      ;   ( ̃   ) 
5 Actualització del vector paràmetres i del 
coeficient d’esmortiment, en funció de: 
 
5a   ( ̃   )   (  )       ̃     ;        ̃    
5b   ( ̃   )   (  )  &   ( ̅   )   (  )       ̅     ;          
5c   ( ̃   )   (  )  &   ( ̅   )   (  ) 
Augment del paràmetre d’esmortiment 
actual i obtenció del respectiu vector 
paràmetres  
         ,      ; 
           
tal que  (    )   (  ) 
Taula 3.4. Algoritme d'obtenció del paràmetre d'esmortiment pel mètode de Levenberg-Marquardt 
3.6. Energia dissipada per cicle 
Tal i com es comenta a l’inici d’aquest document, l’increment de la dissipació d’energia en un 
sistema de via comporta l’atenuació de les vibracions transmeses al terreny [2]. És per aquesta 
raó que interessa introduir el concepte d’energia dissipada i, més concretament, d’energia 
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dissipada per cicle, ja que aquesta no es pot mesurar de manera instantània i cal representar-
la en intervals de temps. 
En un model mecànic com el de Maxwell, on es negligeix la massa, l’energia total del sistema 
es divideix en energia potencial elàstica (associada a la molla) i energia dissipada (associada als 
amortidors viscosos i histerètics). 
L’energia dissipada per cicle    es calcula com la integral de la potència en un cicle, entesa 
com el producte de les parts reals de la força i la velocitat, per tal que la magnitud obtinguda 
tingui sentit físic. És a dir, 
    ∫   {    }    { ̇   }  
  
 
 
 
(3.82) 
Com s’ha comentat anteriorment, l’energia dissipada s’associa als amortidors viscosos i 
histerètics,  degut a què l’energia potència elàstica al llarg d’un cicle és nul·la. Per aquesta raó, 
és possible calcular l’energia dissipada per cicle com la suma de les energies dissipades per 
cadascun dels elements dissipadors d’energia del sistema al llarg d’un període. D’aquesta 
manera, es reescriu (3.82) de la manera següent: 
    ∑    
 
   
 ∑    
 
   
 (3.83) 
On     
 i     
 són les energies dissipades associades a l’element    i    respectivament, tal que 
     
 ∫   {      }    { ̇     }  
  
 
 
 
(3.84) 
i 
     
 ∫   {      }    { ̇     }  
  
 
 
 
(3.85) 
Per tal de calcular una expressió genèrica de l’energia dissipada del sistema en règim 
estacionari, interessa separar (3.47) i (3.48) en la seva part real i imaginària, de tal manera que 
      [
     
 
     
     
]  
[
 
 
 
   
   
 
   
   
   
   ]
 
 
 
 
[
 
 
 
 (  
      
  )    
 
(  
      
  )    
(  
      
  )    ]
 
 
 
 
 (3.86) 
i 
  ̇    [
 ̇    
 
 ̇    
 ̇    
]  
[
 
 
 
     
   
 
     
   
     
   ]
 
 
 
 
[
 
 
 
   (  
      
  )    
 
  (  
      
  )    
  (  
      
  )    ]
 
 
 
 
 (3.87) 
recordant que 
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                   (3.88) 
D’acord amb (3.84), l’energia dissipada en un cicle per l’element amortidor    és 
     
 ∫   {        }    { ̇    }  
  
 
 
 
(3.89) 
Substituint (3.86) i (3.87) en cadascun dels factors de (3.89), tenint en compte (3.88), i 
extraient tan sols la part real, s’obtenen 
   {        }       
            
        (3.90) 
i 
   { ̇    }      
           
        (3.91) 
Llavors, tenint en compte que 
 ∫      
  
 
 
   ∫      
  
 
 
   
 
 
 
(3.92) 
i que 
 ∫           
  
 
 
     
(3.93) 
la integral en un cicle del producte de (3.90) i (3.91) es redueix a 
     
    [(  
  )
 
 (  
  )
 
] (3.94) 
o, el que és el mateix, 
     
    ‖  ‖
  (3.95) 
Anàlogament, l’energia dissipada en un cicle per l’element amortidor   , amb      , és 
     
 ∫   {   [           ]}    { ̇      ̇    }  
  
 
 
 
(3.96) 
Substituint (3.86) i (3.87) en cadascun dels factors de (3.96), tenint en compte (3.88), i 
extraient tan sols la part real, s’obtenen 
   {   [           ]}    (  
     
  )         (  
     
  )       (3.97) 
i 
   { ̇      ̇    }   (  
     
  )        (  
     
  )       (3.98) 
Llavors, la integral en un cicle del producte de (3.97) i (3.98), tenint en compte (3.92) i (3.93), 
és 
     
    [(  
  )
 
 (  
  )
 
 (  
  )
 
 (  
  )
 
  (  
    
     
    
  )] (3.99) 
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i reescrivint (3.99), s’obté 
     
    [‖  ‖
 
 ‖  ‖
     {    ̅}] (3.100) 
On   ̅ és el conjugat de   . 
Finalment, l’energia dissipada en un cicle per l’element amortidor   , amb      , és 
     
 ∫   {    ̇    }    { ̇    }  
  
 
 
 
(3.101) 
Substituint (3.86) i (3.87) en cadascun dels factors de (3.101), tenint en compte (3.88), i 
extraient tan sols la part real, s’obtenen 
   {   ̇    }       
            
        (3.102) 
i 
   { ̇    }      
           
        (3.103) 
Llavors, la integral en un cicle del producte de (3.102) i (3.103), tenint en compte (3.92) i 
(3.93), és 
     
     [(  
  )
 
 (  
  )
 
] (3.104) 
o el que és el mateix 
     
     ‖  ‖
 
 (3.105) 
Per tant, introduint a (3.83) les expressions obtingudes a (3.95), (3.100) i (3.105) i reordenant i 
agrupant els termes, s’obté l’expressió següent de l’energia dissipada en un cicle per un model 
de Maxwell generalitzat sense massa: 
     [∑  
 
   
‖  ‖
  ∑(      )‖  ‖
 
 
   
  ∑    {    ̅}
 
   
] (3.106) 
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4. Problema mecànic amb efecte Payne 
Un cop resolt el problema mecànic sense efecte Payne, es pretén en aquest apartat plantejar 
les modificacions necessàries per tal de modelitzar l’efecte Payne i plantejar un mètode de 
resolució que s’ajusti a les condicions del problema. 
4.1. Definició dels paràmetres de l’efecte Payne 
Tal i com s’indica en [7], la dependència de la rigidesa dinàmica respecte de l’amplitud de 
deformació es modelitza com un esmortiment viscós dependent del procés. Per tant, el 
coeficient d’esmortiment   que fins ara era un paràmetre constant passa a ser un paràmetre 
     que varia amb el temps. 
L’expressió del coeficient d’esmortiment viscós      amb efecte Payne és 
      
  
       
 (4.1) 
on    és el coeficient d’esmortiment viscós sense efecte Payne,   se’l denomina factor 
d’augment i      és una variable interna definida com 
   ̇    
 
 
[‖ ̇   ‖      ] (4.2) 
amb  ̇    la derivada temporal de la variable interna,   denominada constant de temps i 
‖ ̇   ‖ el mòdul de la velocitat total del sistema. 
D’aquesta manera, la dependència amb l’amplitud característica de l’efecte Payne es 
modelitza a partir del valor absolut de la velocitat, el qual és molt sensible als canvis 
d’amplituds de la manta elastomèrica [7].  
El factor d’augment adimensional   introduït per tal de modelitzar l’efecte Payne controla la 
velocitat del canvi en la rigidesa dinàmica. D’aquesta manera, quan   és nul,         i el 
model es torna independent de l’amplitud. 
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D’altra banda, la constant de temps   s’interpreta com el temps de relaxació de la 
microestructura. 
Per tant, la modelització de l’efecte Payne comporta la introducció de dos nous paràmetres en 
el model mecànic,   i   que caldrà estudiar. A més, la nova variable interna definida a partir 
d’una equació diferencial ordinària i la dependència del coeficient d’esmortiment viscós amb el 
temps introdueix una no linealitat en el problema mecànic que farà impossible la resolució en 
domini freqüencial. 
4.2. Plantejament en domini temporal 
De manera anàloga al problema mecànic sense efecte Payne, es modelitza la manta 
elastomèrica com un model de Maxwell generalitzat amb   branques en paral·lel, tal i com es 
mostra a la Figura 4.1. La principal diferència amb el model anterior és que els coeficients 
d’esmortiment viscós               de les   branques ja no són constants, sinó que són 
funció del temps per tal de modelitzar l’efecte Payne. 
 
Figura 4.1. Model de Maxwell generalitzat amb efecte Payne 
Considerant les rigideses complexes 
   
              (4.3) 
   
   
                       (4.4) 
el sistema d’equacions diferencials ordinàries que regeix el sistema és 
        
         
 [           ]         
 [           ]         (4.5) 
   
   
 [           ]        ̇                     (4.6) 
amb 
        
    (4.7) 
Els coeficients d’esmortiment viscós       es defineixen com 
       
  
 
         
 (4.8) 
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amb 
  ̇     
 
  
[‖ ̇   ‖       ] (4.9) 
Substituint (4.8) en (4.6) i reordenant l’expressió, 
  ̇     
  
 
  
 [         ][           ]               (4.10) 
s’obtenen   equacions de la forma  ̇                     . 
Per tal de trobar una expressió equivalent per  ̇    , es deriva (4.5) respecte del temps. 
  ̇      
  ̇       
 [ ̇      ̇    ]        
 [ ̇      ̇    ]              (4.11) 
Reordenant l’expressió (4.11) i agrupant-la en sumatoris, s’obté 
  ̇    ∑  
  ̇     
 
   
∑  
  ̇      
 
   
 (4.12) 
Es substitueix (4.10) en (4.12) i s’aïlla  ̇     per tal d’obtenir la següent expressió: 
  ̇     
 
∑   
 
 
   
( ̇    ∑
(  
 )
 
  
[         ][           ]
 
   
) (4.13) 
D’aquesta manera, també s’obté  ̇     com una equació de la forma  ̇                     
on 
      [
     
 
     
] (4.14) 
és el vector de variables internes tal que         . 
Llavors, substituint (4.13) en (4.9), 
 ̇     
 
  
[
 
 
 
‖‖
 
∑   
 
 
   
( ̇    ∑
(  
 )
 
  
[         ][           ]
 
   
)‖‖       
]
 
 
 
 (4.15) 
s’obtenen   equacions més de la forma  ̇                   . 
Per tant, agrupant les expressions (4.10), (4.13) i (4.15), s’obté un sistema de      equacions 
diferencials ordinàries de l’estil 
  ̇̃         ̃               (4.16) 
amb 
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  ̃    
[
 
 
 
 
 
 
     
 
     
     
     
 
     ]
 
 
 
 
 
 
 (4.17) 
Cal fer notar que resulta impossible desagregar el sistema (4.16) en un sistema com l’obtingut 
a (3.39). És a dir, no tractem amb un sistema d’equacions diferencial ordinàries lineals, sinó 
que es tracta d’un sistema d’EDO no lineals que caldrà resoldre per altres mètodes. 
4.3. Resolució en domini temporal. Mètode de Runge-Kutta 
Degut a la no linealitat del sistema d’equacions diferencials ordinàries, no és possible suposar 
que la solució presenta una forma harmònica en règim estacionari i, per tant, tampoc 
transformar el problema en domini temporal a un problema en el domini de freqüències. En 
aquest cas, doncs, cal presentar un mètode de resolució d’EDO en domini temporal. 
Un mètode clàssic de resolució d’equacions diferencials ordinàries és el mètode de Runge-
Kutta de quart ordre, o simplement, mètode de Runge-Kutta. No és l’objectiu d’aquesta tesina 
explicar extensament la teoria implícita en aquest mètode, però sí resulta interessant entendre 
en què es basa. 
Es suposa el sistema (4.16) i la condició inicial 
  ̃     ̃            (4.18) 
Integrant (4.18) en l’interval [       ], 
 ∫
  ̃
  
  
    
  
 ∫      ̃      
    
  
 (4.19) 
s’obté la igualtat 
  ̃     ̃  ∫      ̃      
    
  
 (4.20) 
La idea fonamental del mètode de Runge-Kutta es basa en considerar una quadratura 
numèrica per avaluar la integral: 
  ̃     ̃   ∑  
 
   
 (    ̃    )       (4.21) 
on          ,    són els punts d’integració,     els pesos de la quadratura numèrica 
considerada i      l’error comès. 
Després de diverses consideracions, el mètode de Runge-Kutta d’ordre 4 es pot resumir en la 
següent expressió: 
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  ̃     ̃  
 
 
                 (4.22) 
Amb 
          ̃        (4.23) 
   
     (   
 
 
   ̃  
 
 
   ) (4.24) 
   
     (   
 
 
   ̃  
 
 
   ) (4.25) 
   
            ̃       (4.26) 
S’observa que el mètode de Runge-Kutta és un mètode iteratiu de pas simple ja que cada pas 
 ̃    es calcula a partir de  ̃ , sense necessitat d’emmagatzemar  ̃    o valors anteriors. A més, 
l’avantatge més important d’aquest mètode és que permet considerar un pas variable    sense 
cap problema. 
Pel que fa a la convergència del mètode, d’acord amb la teoria de Butcher, el mètode de 
Runge-Kutta és d’ordre     , mentre que l’error per pas és de l’ordre     , la qual cosa el 
fa un dels mètodes més emprats en resolució d’equacions diferencials ordinàries. 
Per tant, aplicant el mètode de Runge-Kutta al sistema d’EDO (4.16), amb la condició inicial 
(4.18) i l’interval de temps [         ] desitjat, s’obté 
      ̃                      (4.27) 
on    és el número de punts obtinguts, amb    [         ] i pas variable    definit com 
                                    (4.28) 
tal que 
 ∑  
 
   
           (4.29) 
4.4. Energia dissipada per cicle 
L’energia dissipada per cicle, tal i com s’ha introduït en el problema sense efecte Payne, es 
calcula com la integral de la potència en un cicle, entenent la potència com el producte de les 
parts reals de la força i la velocitat. És a dir, 
    ∫   {    }    { ̇   }  
  
 
 
 
(4.30) 
L’expressió (4.30) es pot entendre també com la suma de les energies dissipades per cicle per 
cadascun dels elements dissipadors del sistema, és a dir, dels amortidors viscosos i histerètics. 
Per tant,  
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    ∑    
 
   
 ∑    
 
   
 (4.31) 
on     
 i     
 són les energies dissipades associades a l’element    i    respectivament, tal que 
     
 ∫   {      }    { ̇     }  
  
 
 
 
(4.32) 
i 
     
 ∫   {      }    { ̇     }  
  
 
 
 
(4.33) 
Com ja s’ha comentat en la resolució del problema no lineal, no és possible suposar una 
solució harmònica i, per tant, tampoc obtenir una expressió de l’energia dissipada en funció 
dels mòduls dels desplaçaments i dels coeficients d’esmortiment. Caldrà resoldre, doncs, una 
integral per cadascun dels amortidors viscosos i histerètics. 
La potència es calcula a partir d’unes expressions on intervé la solució  ̃    en forma de    
parells de valors discrets      ̃   obtinguts pel mètode de Runge-Kutta, obtenint uns parells de 
valors per a la potència de la forma         també en forma discreta. Per aquesta raó, per tal 
de calcula la integral de la potència cal emprar una quadratura numèrica. 
D’entre totes les quadratures possibles, s’escull una quadratura composta de Newton-Cotes 
d’ordre 1, també anomenada quadratura composta del trapezi, pels següents motius: 
 Les quadratures compostes asseguren la convergència augmentant el nombre de 
subintervals. En aquest cas, cadascun dels subintervals quedarà determinat pels punts 
[       ] obtinguts pel mètode de resolució del sistema d’EDO. 
 La quadratura composta del trapezi permet subintervals no equiespaiats, aprofitant 
així el pas variable del mètode de Runge-Kutta. 
 En cadascun dels subintervals es realitza una quadratura del trapezi a partir dels 
parells de punts        ̃     i      ̃  , sense necessitat d’interpolar nous parells de 
valors intermedis que no tenen perquè complir la precisió exigida en la resolució del 
sistema d’EDO. 
Es calcula la potència d’un dels elements dissipadors qualsevol, de tal manera que 
                            (4.34) 
amb    [    
  
 
] i 
                                    (4.35) 
llavors, mitjançant la quadratura composta del trapezi, l’energia dissipada per cicle és 
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     ∑
  
 
         
 
   
 (4.36) 
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5. Incorporació d’una manta elastomèrica a un 
sistema de via   
Un cop presentat el model mecànic que modelitza una manta elastomèrica amb efecte Payne i 
les tècniques necessàries per resoldre’l, es pretén en aquest apartat introduir-lo en un model 
de masses concentrades, com és un sistema de via, i calcular la incidència que té aquest efecte 
en l’atenuació global del sistema. 
5.1.1. Limitacions i simplificacions 
Prèviament a la incorporació del model mecànic implementat en el model de masses 
concentrades, cal fer constar un seguit de limitacions que cal tenir en compte. 
Els models de masses concentrades representats a la Figura 2.2 i la consegüent EDO de segon 
ordre plantejada a (2.9) que governa el sistema no són vàlides pel model mecànic de Maxwell 
amb   branques en paral·lel desenvolupat en aquest document per dos motius:  
 La modelització de la manta a la Figura 2.2 s’ha realitzat a partir d’una combinació de 
rigideses    i amortidors    i   sensiblement més senzilla, que és precisament un 
model de Voigt com l’estudiat en l’elecció del model. 
 El model mecànic emprat no té en compte l’efecte Payne, amb un coeficient 
d’esmortiment viscós    constant en el temps. 
El primer punt es pot resoldre fàcilment utilitzant l’analogia electro-mecànica que es 
comentarà en el següent punt. Bàsicament, es transformarà el problema mecànic en un 
problema elèctric equivalent més senzill de resoldre on qualsevol combinació més o menys 
complexa de molles i amortidors pot simplificar-se en una impedància equivalent. 
Degut a què l’efecte Payne s’ha implementat per un sistema on s’ha negligit la massa i amb un 
coeficient d’esmortiment viscós      dependent del temps, per tal de resoldre el segon punt i 
introduir-lo en un model de masses concentrades com el de la Figura 2.2 cal realitzar una 
simplificació important: linealitzar l’efecte Payne. 
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Aquest procediment consisteix en obtenir uns nous paràmetres  ,   i   constants en el temps 
per cadascuna de les branques del model que presentin un comportament similar a l’obtingut 
amb efecte Payne. 
És a dir, considerant 
     [                                   ]
  (5.1) 
el vector paràmetres i la funció de transferència inversa en règim estacionari i domini 
freqüencial         del problema amb efecte Payne, es pretén obtenir un nou vector 
paràmetres 
  ̃  [ ̃   ̃  ̃  ̃   ̃  ̃  ̃   ̃ ]
  (5.2) 
propi d’un problema lineal sense efecte Payne  tal que 
      ̃               (5.3) 
L’equació (5.3) es realitzarà a partir d’un ajust per mínims quadrats no lineals tal i com s’ha ja 
comentat anteriorment. 
5.1.2. Analogia electro-mecànica 
La analogia electro-mecànica consisteix en convertir un problema mecànic de masses 
concentrades en un problema elèctric anàleg format per resistències, capacitàncies i 
inductàncies.  
L’avantatge principal d’aquest mètode recau en què la resolució d’aquest problema és més 
senzilla utilitzant les lleis de Kirchhoff i la llei d’Ohm. A més, el problema elèctric permet 
agrupar totes les resistències, capacitàncies i inductàncies connectades en sèrie o en paral·lel 
en una sola impedància equivalent i, així, a l’hora de resoldre el problema, poder reduir el 
model de Maxwell generalitzat a un sol element equivalent. 
L’analogia emprada en aquest document és la de mobilitat o admitància, o també anomenada 
analogia de força-corrent, que és la més utilitzada a la pràctica i és la que es desenvolupa a 
continuació [18]. Existeix, però, una segona analogia, la de la impedància o força-tensió, que 
no es presenta en aquest document. 
Per tal d’entendre breument en què es basa aquest mètode, es suposa un exemple de 
problema elèctric amb una resistència  , una bobina d’inductància   i un condensador de 
capacitància   connectats en paral·lel a una font de corrent altern de voltatge      que genera 
una intensitat de corrent   com el que es mostra a la Figura 5.1. 
 
Figura 5.1. Exemple de problema elèctric en paral·lel 
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D’acord amb [19], l’equació diferencial de segon ordre que regeix el problema és 
   ̈     
 
 
 ̇     
 
 
           (5.4) 
amb     la càrrega elèctrica, ̇     la derivada temporal de la càrrega elèctrica, que és la 
intensitat de corrent  ,  ̈    la derivada temporal de la intensitat i   la impedància equivalent 
del sistema en paral·lel, definida com 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
  
 (5.5) 
on    és la impedància de l’element   i es defineix com 
    
  
  
 (5.6) 
sent    la diferència de potencial entre els extrems de l’element elèctric i    la intensitat de 
corrent elèctric que circula a través de l’element. 
Recordant l’equació diferencial ordinària de segon ordre del model mecànic (2.9) i comparant-
la amb la EDO del problema elèctric (5.4), es comprova que les solucions del problema són 
anàlogues considerant 
   
 
 
   
 
 
                          (5.7) 
L’última igualtat          , és precisament la que dóna nom al mètode. 
La Taula 5.1 presenta l’equivalència entre totes les quantitats i equacions que es consideren en 
l’analogia d’admitància o força-corrent. 
Problema mecànic Problema elèctric 
Velocitat    ̇ Voltatge   
Força   Intensitat    ̇ 
Massa  Capacitància   
Inversa del coeficient d’esmortiment 
 
 
 Resistència   
Inversa de la rigidesa 
 
 
 Inductància   
Velocitat massa    
 
 
∫    Voltatge capacitància    
 
 
∫     
Velocitat amortidor    
 
 
 Voltatge resistència       
Velocitat molla    
 
 
  
  
 Voltatge inductància     
  
  
 
Força massa       Intensitat capacitància     
  
  
 
Força amortidor       Intensitat resistència    
 
 
  
Força molla       Intensitat inductància    
 
 
∫    
Energia massa    
 
 
    Energia capacitància    
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Problema mecànic Problema elèctric 
Energia amortidor     ∫ 
    Energia resistència    
 
 
∫     
Energia molla    
 
 
    
 
 
  
 
 Energia inductància    
 
 
    
Potència mecànica      Potència elèctrica      
Equilibri: ∑            1a llei de Kirchhoff: ∑         
Compatibilitat: ∑                       2a llei de Kirchhoff: ∑          
Velocitat de referència Potencial de referència 
Taula 5.1. Equivalència electro-mecànica en l'analogia d'admitància [20] 
Cal fer notar que els elements mecànics connectats en sèrie es connecten en sèrie en el 
problema elèctric, i els elements mecànics connectats en paral·lel també ho fan en paral·lel en 
l’analogia elèctrica. A més, cal destacar que l’analogia elèctrica també és vàlida per amortidors 
viscosos i histerètics.  
És important fer notar que el que interessa és el desplaçament i la velocitat total de les masses 
del sistema, és a dir, respecte el pla de referència, i no respecte altres elements mecànics. Això 
es tradueix en què els condensadors han d’estar connectats en paral·lel amb un extrem 
connectat a una presa de terra per tal de què la diferència de potencial entre els seus extrems 
sigui absoluta. 
Llavors, es procedeix a resoldre el problema de masses concentrades com el representat a la a 
la dreta de la Figura 2.2, considerant una manta elastomèrica amb efecte Payne linealitzat a 
partir d’un model de Maxwell amb n branques amb els paràmetres  ̃ introduïts a (5.2). 
Per tal d’alleugerir la notació i fer-la més entenedora, es realitza un canvi de nomenclatura 
dels elements del model de masses concentrades. D’aquesta manera, es denota amb el 
subíndex 1 a la massa inferior i els elements mecànics respectius característics de la 
plataforma, amb el subíndex 2 la massa i elements intermedis propis de la manta elastomèrica 
i amb el subíndex 3 la massa i els elements superiors. 
El problema elèctric, doncs, queda esquematitzat a la Figura 5.2: 
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Figura 5.2. Esquema elèctric d'un sistema de via amb manta elastomèrica amb efecte Payne linealitzat 
Amb 
            (5.8) 
  el mòdul de la intensitat de corrent, que d’acord amb l’analogia, és     .  
S’han denotat les bobines    amb l’asterisc * per tal de remarcar que representen les molles 
amb rigidesa complexa   
  del model mecànic. 
Segons [19], les impedàncies de cadascun dels elements elèctrics, calculades a partir dels 
elements mecànics, són: 
      
 
 
 (5.9) 
   
        
  
  
  
 (5.10) 
   
    
 
   
 
 
   
 (5.11) 
Esquematitzant la Figura 5.2 a partir de les impedàncies equivalents, s’obté la Figura 5.3, amb 
 
 
  
 
 
   
 
 
   
 
                (5.12) 
¡ 
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 (5.13) 
les impedàncies equivalents de les diferents combinacions de resistències i inductàncies del 
sistema. 
 
Figura 5.3. Esquema de les impedàncies d'un sistema de via amb manta elastomèrica amb efecte Payne 
linealitzat 
La impedància equivalent total del circuit és 
 
    
 
 
   
 
 
   
 
 
   
 
 
   
 
 
   
 
 
  
 
(5.14) 
i a partir de la llei d’Ohm es calcula la caiguda de potencial total, tal que 
        (5.15) 
La 2a llei de Kirchhoff indica que la suma de voltatges en una malla tancada és zero. Aplicant 
això a la malla A, s’obté 
       (5.16) 
i, per tant, utilitzant la llei d’Ohm al condensador   , s’obté 
     
   
   
 (5.17) 
D’altra banda, la 1a llei de Kirchhoff indica que la suma d’intensitats en un node qualsevol és 
zero. Aplicant aquesta llei al node 3, s’obté 
           (5.18) 
i, per tant, aplicant la llei d’Ohm a la impedància   , s’obté 
           (5.19) 
Per tal de trobar el voltatge al condensador    cal tornar a utilitzar la 2a llei de Kirchhoff a la 
malla B: 
             (5.20) 
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i aplicant la llei d’Ohm al condensador   , s’obté 
     
   
   
 (5.21) 
Fent servir la 1a llei de Kirchhoff al node 2, s’obté la intensitat que circula per la impedància 
  , tal que 
             (5.22) 
i, aplicant la llei d’Ohm a la impedància   , s’obté 
           (5.23) 
Recorrent a la 2a llei de Kirchhoff, aquesta vegada a la malla C, s’obté 
             (5.24) 
i aplicant la llei d’Ohm al condensador   , s’obté 
     
   
   
 (5.25) 
Finalment, utilitzant la 1a llei de Kirchhoff al node 1, s’obté 
             (5.26) 
La intensitat en la impedància   ,    , és equivalent a la força transmesa atenuada sota l’últim 
element aïllant del model de masses concentrades amb manta elastomèrica, necessària per 
calcular la pèrdua d’inserció    . 
Caldria, doncs, repetir el procés amb un model de masses concentrades amb 2 graus de 
llibertat, que es faria de forma anàloga, obtenint d’aquesta manera la força transmesa sota 
l’últim element aïllant del model de masses concentrades sense manta elastomèrica. 
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6. Presentació i anàlisi de resultats 
Aquest apartat recull tots els resultats relatius als capítols anteriors. Tots els càlculs s’han 
realitzat mitjançant el llenguatge de programació matemàtic MATLAB. 
6.1. Ajust dels paràmetres sense efecte Payne 
A manca de dades experimentals en laboratori de la manta elastomèrica, el comportament de 
la funció de transferència inversa, tal i com s’indica en [12], s’ha modelat a partir de les 
funcions 
   {      }          
        
    
 (6.1) 
   
   {      }  
                      
     
 (6.2) 
Aquestes funcions presenten el comportament qualitatiu esperat i uns valors de rigideses i 
esmortiments estàtics (per   ) habituals en la indústria ferroviària proporcionats per 
COMSA-EMTE, ja esmentats a la Taula 3.1. 
El mètode de mínims quadrats no lineals que s’ha implementat és el de Levenberg-Marquardt, 
ja que s’obtenen mal condicionaments de la matriu quadrada   (  )
 
 (  ). 
D’acord amb [7], per tal d’ajustar correctament el comportament d’una manta elastomèrica, 
es recomanen tres branques de Maxwell per cada ordre de magnitud del domini de 
freqüències. D’altra banda, això comporta un increment considerable del temps de 
computació ja que augmenta el nombre de paràmetres a ajustar. Per un model amb   
branques en paral·lel, el nombre de paràmetres a ajustar és de     . 
S’ha realitzat l’ajust per mínims quadrats per uns models de Maxwell amb 1, 2, 3, 4, 5 i 6 
branques en paral·lel. Per tal de comparar els diferents models, s’introdueix el concepte 
estadístic de l’arrel de l’error quadràtic mitjà relatiu com 
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      √∑(
     
  
  )
 
  
   
  ⁄  (6.3) 
i així mesurar la desviació relativa mitjana de la funció estimada respecte de la funció objectiu 
per una sèrie de valors discrets. Cal recordar que    és el número de punts ajustats, ja que 
per cada freqüència s’obtenen 2 valors reals de la funció de transferència inversa. 
L’ajust per mínims quadrats s’ha realitzat pel rang de freqüències de 0 a 500 Hz, sent      
el número de freqüències ajustades. 
La Figura 6.1 i la Taula 6.1 mostren com es redueix l’error quadràtic mitjà relatiu a mesura que 
s’augmenta el número de branques del model mecànic.  
 
Figura 6.1. Error quadràtic mitjà relatiu segons el número de branques 
Número de branques EQMR 
1 5.55·10-2 
2 1.91·10-2 
3 1.38·10-2 
4 0.97·10-2 
5 0.97·10-2 
6 0.95·10-2 
Taula 6.1. Error quadràtic mitjà relatiu segons el número de branques 
A mode il·lustratiu, resulta també interessant comprovar gràficament el comportament de la 
funció de transferència inversa. Per tal que s’apreciï correctament, tan sols es representen els 
models d’1, 3 i 6 branques. La Figura 6.2 i la Figura 6.3 mostren la component elàstica i la 
component amortidora respectivament de la manta elastomèrica. 
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Figura 6.2. Part real de la funció de transferència inversa segons el número de branques 
 
Figura 6.3. Part imaginària de la funció de transferència inversa segons el número de branques 
De les gràfiques anteriors s’observa com la part més conflictiva de l’ajust per mínims quadrats 
no lineals és la modelització del comportament amortidor de la manta elastomèrica a baixes 
freqüències. Tot i això, com és d’esperar, a mesura que s’augmenten el nombre de branques, 
millor és l’ajust al comportament esperat. D’altra banda, es pot observar que la part real de la 
funció de transferència inversa s’ajusta relativament bé amb un menor número de branques. 
Degut a què el principal objectiu de l’ajust per mínims quadrats no lineals era obtenir uns 
valors dels paràmetres del model mecànic que representessin de forma qualitativa el 
comportament esperat de la manta, el model de Maxwell amb 3 branques en paral·lel resulta 
suficient. D’aquesta manera, s’obté, d’una banda, un model que ajusta qualitativament bé la 
funció de transferència inversa esperada i, d’altra banda, es treballa amb un nombre de 
paràmetres i temps computacional acceptables. 
Els valors dels paràmetres del model de Maxwell amb 3 branques en paral·lel que s’obtenen a 
partir d’un ajust per mínims quadrats no lineals es resumeixen a la Taula 6.2. 
Paràmetres Valor (N/m)  Paràmetres Valor (N/m)  Paràmetres Valor (Ns/m) 
   5.32·10
6     0     1.74·10
5 
   0     1.35·10
7     5.63·10
3 
   4.83·10
6     1.24·10
6     2.13·10
4 
   1.37·10
7     0    
Taula 6.2. Ajust dels paràmetres del model de Maxwell amb 3 branques 
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És important recalcar que tot i que s’obtenen paràmetres de valor 0, no implica que també 
siguin 0 a la resta de simulacions amb diferents branques. 
El valor nul d’aquests paràmetres prové d’imposar sentit físic al problema. És a dir, assegurar 
en tot moment que els paràmetres són positius o nuls. Per tant, els resultats obtinguts fan 
pensar que valors negatius de   ,    i    encara reduirien més l’error de la funció a 
minimitzar a canvi de perdre el sentit físic del problema. 
6.2. Desplaçament quasi-harmònic del problema amb efecte 
Payne 
La linealitat del problema sense efecte Payne, on la força excitadora és harmònica, i la 
suposició del règim estacionari permeten assegurar que el desplaçament del sistema també 
presenta una forma harmònica i convertir un problema en domini temporal a un problema en 
domini freqüencial. 
S’ha pogut comprovar al llarg de la tesina que treballar en domini freqüencial comporta: 
 Convertir el sistema d’equacions diferencials ordinàries lineals que regeix el problema 
sense efecte Payne (3.40) en un sistema d’equacions lineals (3.55) fàcilment resoluble. 
 Introduir el concepte de funció de transferència inversa, definida tan sols en domini 
freqüencial, que permet observar l’evolució de la rigidesa dinàmica i el comportament 
amortidor que presenta una manta elastomèrica. 
 Molt lligat al punt anterior, l’obtenció d’una expressió de la funció de transferència 
inversa ha permès ajustar els paràmetres del model mecànic implementat per tal que 
presentin un comportament d’acord a la realitat. 
 Obtenir una expressió de l’energia dissipada per cicle per cadascun dels elements 
dissipadors d’energia del sistema i l’energia dissipada per cicle total sense necessitat 
de realitzar el càlcul de la integral de la potència. 
 Calcular la força transmesa al terreny a partir de l’analogia electro-mecànica, on s’ha 
tingut en compte que tant la intensitat (força aplicada) com el voltatge (velocitat) són 
harmònics. 
Per tant, s’ha procedit a estudiar el desplaçament del problema amb efecte Payne per tal 
d’avaluar les diferències ocasionades per la no linealitat introduïda per modelitzar l’efecte 
Payne respecte d’una solució harmònica. 
S’han considerat els paràmetres de la manta elastomèrica resumits a la Taula 6.2 i uns 
paràmetres associats a l’efecte Payne mostrats a la Taula 6.3. 
Paràmetres Valor 
   ,    ,     10 
   ,    ,     0.1 s 
Taula 6.3. Valor dels paràmetres de l'efecte Payne 
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La Figura 6.4 mostra, a mode indicatiu, la part real de la solució      del problema amb efecte 
Payne, obtinguda mitjançant la funció ode45 de MATLAB, a partir del temps associat al règim 
estacionari del problema sense efecte Payne per una freqüència de 100 Hz. 
 
Figura 6.4. Desplaçament de la part real de      a 100 Hz en règim estacionari 
Calculant el mòdul del desplaçament en cada cicle a partir d’aquest temps es pot comprovar 
que la seva variació és, a efectes pràctics, nul·la i, per tant, es pot considerar que el problema 
no lineal es troba en règim estacionari. 
En aquest cas, per tal d’obtenir el temps estacionari, s’ha exigit una precisió màxima 
computacional, és a dir, una tolerància de 10-16. En aquestes condicions, per una manta amb 
els paràmetres mostrats a la Taula 6.2, s’obté un temps de 1.69 s. A efectes pràctics de càlcul, 
es pot considerar que el règim estacionari s’assolirà abans i, per tant, resulta vàlida la hipòtesi 
de treball de què el sistema assolirà el règim estacionari a causa del pas d’un tren d’una 
durada determinada. 
Per tal de comprovar el desplaçament harmònic de la solució del problema amb efecte Payne, 
s’han calculat per cadascun dels desplaçaments      ,      ,       i      , el mòdul del 
desplaçament i la fase entre aquest desplaçament i la força aplicada, en règim estacionari i per 
tot el rang de freqüències d’interès. 
D’aquesta manera, s’ha comparat la solució      obtinguda a partir de la resolució en domini 
temporal amb una solució harmònica de la forma 
                (6.4) 
i s’ha avaluat l’error relatiu mitjà entre les dues funcions al llarg d’un període. 
La Figura 6.5 mostra que l’error relatiu mitjà comès suposant una funció harmònica respecte a 
la solució provinent de la resolució de la EDO és de l’ordre de 10-8 en la part real dels 
desplaçaments i de 10-7 en la part imaginària. És pot afirmar, doncs, que la solució del 
problema amb efecte Payne és harmònica o quasi-harmònica. 
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Figura 6.5. Error relatiu mitjà en un cicle entre desplaçament harmònic i desplaçament obtingut en la 
resolució de la EDO; error de la part real del desplaçament (esquerra) i de la part imaginària (dreta) 
Per tal de reafirmar els resultats obtinguts, s’ha calculat l’energia dissipada en un cicle del 
problema amb efecte Payne a partir de la integral de la potència dels diferents elements 
dissipadors d’energia, expressades a (4.31), (4.32) i (4.33), i a partir de l’expressió en domini 
freqüencial (3.106), tenint en compte els mòduls dels desplaçaments i les fases obtinguts 
anteriorment.  
L’error comès en l’energia dissipada per cicle a partir de la integral de la potència, calculada a 
partir dels valors dels desplaçaments obtinguts en la resolució del sistema d’EDO en domini 
temporal, i suposant una solució harmònica es resumeixen a la Figura 6.6. 
 
Figura 6.6. Error relatiu en la energia dissipada per cicle a partir del desplaçament harmònic i 
desplaçament obtingut en la resolució de la EDO 
S’observa a la Figura 6.6 com l’error relatiu comès suposant una solució harmònica és de 
l’ordre de 10-9 i, per tant, corrobora la validesa de la hipòtesi de desplaçament harmònic d’un 
problema amb efecte Payne. 
Cal remarcar que els errors mostrats a la Figura 6.5 i la Figura 6.6 tan sols asseguren la validesa 
del desplaçament harmònic pels paràmetres de l’efecte Payne mostrats a la Taula 6.3. Per 
aquesta raó, aquestes comprovacions s’han realitzat sempre prèviament a la realització 
d’altres càlculs, obtenint en tots els casos errors relatius admissibles. 
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6.3. Estudi de sensibilitat dels paràmetres de l’efecte Payne 
Tal i com ja s’ha comentat amb anterioritat al llarg de la tesina, ha resultat impossible realitzar 
assajos de laboratori per tal d’avaluar l’efecte Payne. Degut a aquesta manca de dades 
experimentals, no és possible obtenir els valors dels paràmetres   i   associats a l’efecte Payne 
que millor s’ajustin a una funció de transferència inversa d’una manta elastomèrica amb efecte 
Payne. 
Per tot això, s’ha considerat oportú realitzar un estudi de sensibilitat dels paràmetres   i   
associats a l’efecte Payne.  
Aquest estudi ha consistit en simular 27 casos amb diferents valors de   i   i obtenir la funció 
de transferència inversa i l’energia dissipada per cicle del sistema en domini freqüencial, 
assumint un desplaçament quasi-harmònic. 
Aquestes simulacions es resumeixen a la Taula 9.1 de l’Apèndix. 
6.3.1. Funció de transferència inversa 
La primera observació que s’extreu de l’estudi de sensibilitat és que, tal i com es prediu a la 
Figura 2.8, la rigidesa dinàmica de la manta elastomèrica amb efecte Payne disminueix 
respecte el cas en què no s’ha considerat efecte Payne en tots els casos simulats. La Figura 6.7 
mostra la part real de la funció de transferència inversa de tres dels casos simulats. 
 
Figura 6.7. Part real de la funció de transferència inversa dels casos 7, 8 i 9 
Dels diferents casos estudiats es pot concloure que l’augment del factor d’amplitud   
comporta una major influència de l’efecte Payne, emfatitzant l’augment del mòdul del 
desplaçament. Per tant, s’assumeix que la rigidesa dinàmica de la manta elastomèrica es 
redueix a mesura que s’augmenta  . Cal recordar que per    , el coeficient d’esmortiment 
     perd la dependència amb el temps i el model es torna independent de l’amplitud. 
També s’observa una reducció de la part real de la funció de transferència inversa a mesura 
que la constant de temps   disminueix. Es pot pensar que a mesura que el temps de relaxació 
de la microestructura disminueix, més ràpidament aquesta es recupera i més influent és 
l’efecte Payne. 
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D’altra banda, s’observen en els resultats obtinguts de l’estudi de sensibilitat que la part 
imaginària de la funció de transferència inversa pot augmentar o disminuir respecte el cas 
sense efecte Payne en certs rangs de freqüència. Aquest comportament es pot observar a la 
Figura 6.8. 
 
Figura 6.8. Part imaginària de la funció de transferència inversa dels casos 10, 11 i 12 
Aquest comportament es pot explicar a partir de l’expressió (2.18) de la funció de 
transferència inversa. Separant aquesta expressió en la seva part real i la seva part imaginària 
s’obté: 
   {      }  
 
‖  ‖
      (6.5) 
   
   {      }  
 
‖  ‖
      (6.6) 
D’una banda, el mòdul del desplaçament total sempre és major si es considera efecte Payne, 
mentre que la fase   entre el desplaçament total i la força aplicada pot augmentar o 
disminuir, tal i com s’observa a la Figura 6.9. 
 
Figura 6.9. Variació de la fase el entre cas amb efecte Payne (cas 11) i sense efecte Payne 
Variacions petites en la fase comporten variacions del cosinus imperceptibles, provocant a 
efectes pràctics que la part real de la funció de transferència inversa sigui inversament 
proporcional a la variació en el mòdul de l’amplitud i, per tant, que la rigidesa dinàmica sempre 
disminueixi amb efecte Payne, tal i com s’ha observat a la Figura 6.7. 
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Per contra, el sinus d’un angle petit és més sensible a qualsevol variació, provocant que aquest 
valor guanyi pes en l’expressió (6.6) i provoca que, en un cert rang de freqüències, la variació 
en el sinus predomini respecte l’augment del mòdul del desplaçament. 
En tot cas, però, s’observa que la variació en el sinus de la fase i la variació de la part 
imaginària de la funció de transferència inversa presenten comportaments idèntics. 
De l’estudi de sensibilitat, però, es fa difícil extreure una conclusió definitiva de com varia la 
part imaginària de la funció de transferència al variar els paràmetres   i  , ja que tant 
l’augment del factor d’amplitud com la disminució de la constant de temps comporten un 
augment del mòdul del desplaçament i una amplificació de la fase respecte el cas sense efecte 
Payne, els quals apareixen de forma inversament proporcional a l’expressió (6.6) de la part 
imaginària de la funció de transferència inversa. 
6.3.2. Energia dissipada per cicle 
Pel que fa a l’energia dissipada per cicle del sistema, s’observa una estreta correlació amb la 
part imaginària de la funció de transferència inversa. En funció dels paràmetres considerats en 
cadascuna de les branques, l’energia dissipada per cicle considerant efecte Payne pot ser 
superior o inferior al cas sense efecte Payne. La Figura 6.10 mostra l’energia dissipada per cicle 
dels tres casos considerats anteriorment a la Figura 6.8. 
 
Figura 6.10. Energia dissipada per cicle dels casos 10, 11 i 12 
S’observa que les variacions a la Figura 6.8 i la Figura 6.10 presenten la mateixa tendència, és a 
dir, quan la part imaginària de la funció de transferència inversa creix, l’energia dissipada per 
cicle també creix, i viceversa. Degut a què l’energia dissipada depèn exclusivament dels 
elements dissipadors d’energia, com són els amortidors viscosos i histerètics, aquesta relació 
constata el caràcter amortidor que representa la part imaginària de la funció de transferència 
inversa d’una manta elastomèrica. 
Analitzant l’expressió (3.106) de l’energia dissipada en un cicle en domini freqüencial, 
s’observa que aquest valor és funció dels paràmetres dissipadors d’energia   i   i del mòdul 
dels desplaçaments de cadascuna de les branques. 
L’augment o la disminució de l’energia dissipada del sistema amb efecte Payne respecte el cas 
sense efecte Payne depèn exclusivament de la influència de la variació del mòdul de cada 
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desplaçament i del coeficient d’esmortiment viscós      de cadascuna de les branques, que tal 
i com es pot observar a (4.1), decreix sempre amb el temps. 
La Figura 6.11 i la Figura 6.12 mostren dos casos en què l’energia dissipada per cicle són menor 
i major respectivament respecte el cas sense efecte Payne, i l’energia dissipada per cicle 
desagregada per cadascun dels elements que formen el model mecànic. 
 
Figura 6.11. Energia dissipada per cicle (esquerra) i energia dissipada per element pel cas 8 respecte el 
cas sense efecte Payne 
 
Figura 6.12. Energia dissipada per cicle (esquerra) i energia dissipada per element pel cas 11 respecte el 
cas sense efecte Payne 
S’observa a la part dreta de la Figura 6.11 i la Figura 6.12, que al variar els valors de   i  , 
alguns elements dissipadors d’energia guanyen més pes dins del sistema, fent variar l’energia 
dissipada total per cicle. 
Dels resultats obtinguts s’extreu que a mesura que el mòdul d’amplitud   augmenta i la 
constant de temps   disminueix, el mòdul del desplaçament s’amplifica i el coeficient 
d’esmortiment viscós es redueix. D’altra banda, però, degut a què aquests valors intervenen 
de forma inversament proporcional en l’expressió de l’energia dissipada per cicle, resulta difícil 
obtenir un comportament clar d’aquesta en funció dels paràmetres de l’efecte Payne. 
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6.4. Linealització de l’efecte Payne 
Per tal de poder introduir el model mecànic implementat dins d’un model de masses 
concentrades, s’ha procedit a linealitzar els paràmetres associats a l’efecte Payne. 
Dels 27 casos analitzats a l’estudi de sensibilitat, s’escullen dos que presenten característiques 
contràries per tal d’avaluar quina és la influència de considerar o no efecte Payne en una 
manta elastomèrica incorporada a un sistema de via. 
Els casos escollits són els següents: 
 Cas 8. Presenta una reducció tant de la part real com imaginària de la funció de 
transferència inversa i de l’energia dissipada per cicle respecte el cas sense efecte 
Payne. 
 Cas 11. Presenta una reducció de la part real de la funció de transferència inversa 
respecte el cas sense efecte Payne, però un augment de la part imaginària per un cert 
rang de freqüències, a més de dissipar més energia per cicle, de mitjana. 
Els valors de   i   de cadascun dels casos es resumeixen a la Taula 6.4. 
Cas 
 Factor d’amplitud  Constant de temps (s) 
                    
8  10 10 10  1 1 1 
11  0.1 1 10  1 1 1 
Taula 6.4. Valor dels paràmetres de l'efecte Payne pels casos 8 i 11 
Realitzant un ajust per mínims quadrats no lineals pel mètode de Levenberg-Marquardt, a 
partir de la funció de transferència inversa obtinguda a la simulació, s’han calculat els nous 
paràmetres mecànics de la manta elastomèrica per cadascun dels casos, resumits a la Taula 6.5 
i a la Taula 6.6. 
Cas 8 
Paràmetres Valor (N/m)  Paràmetres Valor (N/m)  Paràmetres Valor (Ns/m) 
   5.33·10
6     3.99·10
4     1.75·10
5 
   0
     1.05·10
7     5.54·10
3 
   4.75·10
6     1.36·10
6     2.11·10
4 
   1.38·10
7     0    
Taula 6.5. Linealització dels paràmetres de l’efecte Payne pel cas 8 
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Cas 11 
Paràmetres Valor (N/m)  Paràmetres Valor (N/m)  Paràmetres Valor (Ns/m) 
   5.38·10
6     4.64·10
4     1.76·10
5 
   8.53·10
4     1.09·10
7     5.48·10
3 
   4.06·10
6     2.08·10
6     2.01·10
4 
   1.38·10
7     0    
Taula 6.6. Linealització dels paràmetres de l’efecte Payne pel cas 11 
6.5. Pèrdua d’inserció i atenuació global 
La Taula 6.7 mostra uns valors de les masses i els coeficients d’esmortiment, tant viscós com 
histerètic, habituals en la indústria el ferrocarril proporcionats per COMSA-EMTE. Els subíndexs 
fan referència als models de masses concentrades mostrats a la Figura 2.2. 
Paràmetres Valor (kg)  Paràmetres Valor (N/m) 
    1457      1.2·10
8 
    265.2      3.65·10
9 
     187.5    
    1283    
Paràmetres Valor (N/m)  Paràmetres Valor (Ns/m) 
    1.2·10
7      3.92·10
4 
    1.09·10
9      7.92·10
5 
Taula 6.7. Valors dels paràmetres del model de masses concentrades 
La pèrdua d’inserció pels casos 8 i 11, considerant la manta elastomèrica amb i sense efecte 
Payne, es mostren a la Figura 6.13 i la Figura 6.14. 
La part esquerra d’ambdues figures mostren un comportament pràcticament similar, tant si es 
considera efecte Payne com si no. En tots els casos, s’aprecia una disminució considerable de 
la força transmesa al terreny a la major part del rang de freqüències, amb uns valors de la 
pèrdua d’inserció inferiors a 0. Malgrat això, també s’observa que per freqüències baixes, les 
vibracions s’amplifiquen. 
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Figura 6.13. Pèrdua d'inserció pel cas 8 
 
Figura 6.14. Pèrdua d'inserció pel cas 11 
Els tres pics que s’observen en la corba de la pèrdua d’inserció (el tercer tan sols s’intueix) 
equivalen a les tres freqüències de ressonància del problema atenuat amb tres graus de 
llibertat. D’altra banda, les dues valls (la segona molt lleugera) representen les freqüències de 
ressonància del problema sense atenuar amb dos graus de llibertat. 
Pel que fa a considerar o no efecte Payne en el problema atenuat, es resumeix a la Taula 6.8 
les atenuacions globals del sistema. 
Cas 
Atenuació global sense 
efecte Payne (dB) 
Atenuació global amb 
efecte Payne (dB) 
Variació 
relativa (%) 
8 -26.32 -26.40 -0.30 
11 -26.32 -26.58 -1.00 
Taula 6.8. Atenuació global considerant efecte Payne 
S’extreu de la taula anterior que l’efecte Payne, de mitjana, augmenta l’atenuació global del 
sistema, tot i que per freqüències molt baixes pot arribar a amplificar lleugerament les 
vibracions.  
L’augment de l’amplitud de la deformació característics de l’efecte Payne comporta una 
disminució de la rigidesa de la manta elastomèrica i, en conseqüència, també del sistema de 
via, atenuant la transmissió de forces des del carril fins al terreny. Per aquesta raó, es pot 
Modelització de l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada a un sistema de via        
 
59 
 
afirmar que, des del punt de vista de l’atenuació de vibracions, la no consideració de l’efecte 
Payne comporta estar de la banda de la seguretat. 
Pel que fa als casos estudiats, tot i que el cas 8 presenta una reducció de la rigidesa dinàmica 
respecte el cas sense efecte Payne (-3.25%) superior a la del cas 11 (-3.10%), l’atenuació global 
d’aquest últim cas aproximadament triplica la del cas 8. Tenint en compte que en el cas 11 
l’energia dissipada mitjana per cicle amb efecte Payne és un 5.75% superior al cas sense efecte 
Payne i que el cas 8 presenta una reducció de l’energia dissipada mitjana per cicle del -15.71%, 
es pot arribar a pensar que en els casos en què l’efecte Payne comporta un augment de 
l’energia dissipada per cicle, més gran és l’atenuació global mitjana del sistema. 
En tot cas, es pot considerar que la incidència en l’atenuació global de vibracions que suposa 
considerar o no l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada en un sistema de via és 
relativament baixa. 
Existeixen, però, altres condicions de càrrega, de freqüències d’excitació o un rang més ampli 
dels valors dels paràmetres de l’efecte Payne que poden accentuar l’atenuació global de les 
vibracions. Aquest és el cas, per exemple, de l’atenuació de vibracions en motors, on les 
tensions són molt més elevades degut a la reducció de l’àrea d’aplicació. L’augment 
considerable d’aquestes tensions comporta la necessitat d’estudiar l’efecte Payne i la seva 
influència en l’atenuació de vibracions.   
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7. Conclusions i treball futur 
7.1. Conclusions 
Per tal de comparar la incidència en l’atenuació global de vibracions que suposa considerar o 
no l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada en un sistema de via, s’ha  procedit a 
implementar un model mecànic format per molles elàstiques i amortidors viscosos i histerètics 
que representi, de forma qualitativa, el comportament real d’una manta elastomèrica sota 
càrrega cíclica amb i sense efecte Payne i, així, incorporar-lo a un model de masses 
concentrades que simuli un sistema de via complet. Durant el procés, també s’ha estudiat la 
influència d’aquest efecte Payne en l’energia dissipada per cicle i en la funció de transferència 
inversa que representa la relació força-desplaçament del sistema. 
A continuació es mostren les conclusions més rellevants que s’han obtingut en aquesta tesina: 
 L’atenuació global d’un sistema de via amb una manta elastomèrica incorporada 
considerant efecte Payne augmenta respecte el cas sense efecte Payne. D’altra banda, 
aquesta atenuació no és superior a l’1% en els casos estudiats i, per tant, es considera 
que la incidència de l’efecte Payne en l’atenuació de vibracions és baixa o molt baixa. 
En tot cas, la no consideració de l’efecte Payne comporta estar de la banda de la 
seguretat enfront l’atenuació de forces i vibracions transmeses al terreny. 
 L’efecte Payne comporta un augment de l’amplitud de deformació de la manta 
elastomèrica i una reducció del coeficient d’esmortiment viscós del model mecànic. 
Aquests valors s’emfatitzen a mesura que el factor d’amplitud   de l’efecte Payne 
augmenta i la constant de temps  , que representa el temps de relaxació de la 
microestructura amb efecte Payne, disminueix. 
 La solució del problema no lineal amb efecte Payne sota una força d’excitació 
harmònica en règim estacionari es pot considerar, a efectes pràctics de càlcul, també 
harmònica. L’assumpció d’aquesta hipòtesi comporta la transformació del problema 
plantejat en domini temporal a un problema amb resolució en domini freqüencial. 
Modelització de l’efecte Payne d’una manta elastomèrica incorporada a un sistema de via        
 
61 
 
 La rigidesa dinàmica d’una manta elastomèrica, que es representa a partir de la 
component real de la funció de transferència inversa del model mecànic, sempre 
decreix quan es considera efecte Payne. A mesura que el paràmetre    augmenta i   
disminueix, major és la disminució d’aquesta rigidesa dinàmica. 
 La component amortidora de la manta elastomèrica amb efecte Payne, representada 
per la part imaginària de la funció de transferència inversa, pot presentar valors 
superiors o inferiors respecte el cas sense efecte Payne. La variabilitat que presenta la 
fase entre el desplaçament i la força aplicada per diferents valors de   i   i la seva 
proporcionalitat inversa amb l’amplitud del desplaçament en l’expressió de càlcul fa 
impossible obtenir una correlació directa entre la part imaginària de la funció de 
transferència inversa i els paràmetres    i  . 
 L’efecte Payne pot dissipar més o menys energia per cicle en funció dels paràmetres   
i  . L’augment de l’amplitud de deformació i la reducció del coeficient d’esmortiment 
viscós, els quals es presenten de forma inversament proporcional en l’expressió de 
càlcul de l’energia dissipada, dificulta l’obtenció d’una correlació directa entre 
l’energia dissipada per cicle i els paràmetres    i  . 
 Enfront reduccions similars de la rigidesa dinàmica ocasionades per diferents valors 
dels paràmetres    i   de l’efecte Payne, l’atenuació global és superior en els casos en 
què l’energia dissipada per cicle augmenta respecte el cas sense efecte Payne. 
7.2. Treball futur 
La modelització de l’efecte Payne d’una manta elastomèrica s’ha realitzat a partir d’un model 
mecànic viscoelàstic on s’ha negligit la massa. En futures contribucions seria interessant 
desenvolupar el problema amb efecte Payne tenint en compte la massa de la manta. Aquesta 
consideració comportarà un augment del grau del sistema d’equacions diferencials ordinàries 
que governa el sistema i l’aparició de freqüències de ressonància que complexifiquen el 
problema. 
La possibilitat d’elaborar assajos de laboratori per tal d’obtenir dades reals del comportament 
d’una manta elastomèrica amb i sense efecte Payne també resultaria profitós. D’aquesta 
manera, l’ajust per mínims quadrats no lineals dels paràmetres de la manta es realitzaria de 
forma quantitativa, i no tan sols qualitativa, fent possible, a més, l’obtenció dels paràmetres de 
l’efecte Payne específics de la mostra analitzada. 
Tot i que s’ha pogut comprovar que la incidència de l’efecte Payne en l’atenuació de vibracions 
és baixa, pot resultar interessant desenvolupar un estudi en el camp de les deflexions. La 
disminució de la rigidesa de la manta i, per tant, de tot el sistema de via pot comportar 
deflexions en el carril que caldria estudiar. També pot ser convenient estudiar l’efecte Payne 
en àrees on les tensions aplicades són considerablement majors, com és el cas de la indústria 
de l’automoció.  
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9. Apèndix 
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Taula 9.1. Estudi de sensibilitat dels paràmetres de l'efecte Payne 
d 1 d 2 d 3 λ 1 λ 2 λ 3 Màxima Mínima Mitjana Màxima Mínima Mitjana Màxima Mínima Mitjana
1 0.1 0.1 0.1 10 10 10 0.00 -0.01 -0.01 0.00 -0.19 -0.10 0.00 -0.13 -0.07
2 0.1 0.1 0.1 1 1 1 0.00 -0.04 -0.03 -0.01 -0.96 -0.52 0.00 -0.66 -0.36
3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.00 -0.05 -0.04 -0.01 -1.17 -0.63 0.00 -0.81 -0.44
4 1 1 1 10 10 10 0.00 -0.07 -0.06 -0.03 -1.81 -0.98 0.00 -1.25 -0.68
5 1 1 1 1 1 1 0.00 -0.38 -0.30 -0.11 -8.56 -4.71 -0.01 -6.08 -3.29
6 1 1 1 0.1 0.1 0.1 0.00 -0.46 -0.37 -0.12 -10.24 -5.65 -0.01 -7.30 -3.94
7 10 10 10 10 10 10 -0.01 -0.72 -0.59 -0.26 -14.66 -8.20 -0.02 -10.61 -5.75
8 10 10 10 1 1 1 -0.04 -3.72 -3.25 -1.11 -38.86 -23.67 -0.03 -28.95 -15.71
9 10 10 10 0.1 0.1 0.1 -0.04 -4.57 -4.04 -1.23 -41.72 -25.84 -0.01 -30.69 -16.63
10 0.1 1 10 10 10 10 0.00 -0.71 -0.57 0.91 -0.95 0.24 2.12 -0.31 1.26
11 0.1 1 10 1 1 1 0.00 -3.61 -3.10 2.37 -4.91 -0.22 9.26 -1.99 5.75
12 0.1 1 10 0.1 0.1 0.1 0.00 -4.41 -3.84 2.17 -5.98 -0.76 10.80 -2.53 6.76
13 10 0.1 1 10 10 10 -0.01 -0.10 -0.07 0.72 -0.23 0.46 0.86 -0.23 0.51
14 10 0.1 1 1 1 1 -0.04 -0.52 -0.37 3.72 -0.96 2.40 4.48 -0.91 2.69
15 10 0.1 1 0.1 0.1 0.1 -0.04 -0.64 -0.46 4.54 -1.07 2.94 5.46 -0.97 3.31
16 1 10 0.1 10 10 10 0.00 -0.01 -0.01 -0.03 -16.65 -9.98 -0.03 -13.15 -8.30
17 1 10 0.1 1 1 1 0.00 -0.05 -0.04 -0.13 -47.50 -31.03 -0.13 -41.94 -27.83
18 1 10 0.1 0.1 0.1 0.1 0.00 -0.06 -0.04 -0.15 -51.63 -34.20 -0.14 -46.16 -30.94
19 10 10 10 0.1 1 10 -0.04 -0.86 -0.68 0.98 -43.85 -27.09 2.36 -37.56 -23.07
20 1 1 1 0.1 1 10 -0.01 -3.66 -3.20 -0.39 -44.59 -28.90 -0.40 -34.94 -21.09
21 0.1 0.1 0.1 0.1 1 10 -0.04 -4.49 -3.92 2.83 -6.82 -1.68 11.66 -1.04 6.22
22 10 10 10 10 0.1 1 0.00 -0.08 -0.06 0.06 -9.26 -5.27 0.19 -7.01 -4.18
23 1 1 1 10 0.1 1 0.00 -0.37 -0.30 -0.04 -10.62 -6.05 -0.04 -7.72 -4.42
24 0.1 0.1 0.1 10 0.1 1 0.00 -0.46 -0.37 0.64 -0.74 -0.02 1.44 -0.11 0.68
25 10 10 10 1 10 0.1 0.00 -0.01 -0.01 0.01 -1.03 -0.58 0.02 -0.75 -0.45
26 1 1 1 1 10 0.1 0.00 -0.04 -0.03 0.00 -1.21 -0.67 0.00 -0.85 -0.48
27 0.1 0.1 0.1 1 10 0.1 0.00 -0.05 -0.04 0.07 -0.08 0.00 0.15 -0.01 0.07
ENERGIA DISSIPADA PER CICLE (%) FACTOR D'AMPLITUD CONSTANT DE TEMPS (s)
Cas
PART REAL DE H-1 (%) PART IMAGINÀRIA DE  H-1 (%) 
